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Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å îáñúäåí è íàñî÷åí çà çàùèòà íà ðàçøèðåíî çàñå-

äàíèå íà êàòåäðà ½Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç� íà Ôàêóëòåòà ïî ìàòåìàòèêà è èí-

ôîðìàòèêà ïðè Ïëîâäèâñêè óíèâåðñèòåò ½Ïàèñèé Õèëåíäàðñêè� íà 09.04.2025

ã.

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä ½Âúðõó äâîéêè íåïîäâèæíè òî÷êè è äâîéêè òî÷êè

íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå çà öèêëè÷íè, íåöèêëè÷íè è ïîëó-öèêëè÷íè èçîá-

ðàæåíèÿ� ñúäúðæà 136 ñòðàíèöè. Ñúñòîè ñå îò ïðåäãîâîð, âúâåäåíèå, 3 ãëàâè,

çàêëþ÷åíèå, áèáëèîãðàôèÿ. Áèáëèîãðàôèÿòà ñúäúðæà 90 èçòî÷íèêà. Ñïèñú-

êúò íà àâòîðñêèòå ïóáëèêàöèè ïî äèñåðòàöèÿòà ñå ñúñòîè îò 4 çàãëàâèÿ.

Çàùèòàòà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ùå ñå ñúñòîè íà 4.06.2025 ã. îò 13:00 ÷à-

ñà â Çàñåäàòåëíàòà çàëà íà Íîâà ñãðàäà íà Ïëîâäèâñêè óíèâåðñèòåò ½Ïàèñèé

Õèëåíäàðñêè�, ãð. Ïëîâäèâ, áóë. ½Áúëãàðèÿ� � 236.

Ìàòåðèàëèòå ïî çàùèòàòà ñà íà ðàçïîëîæåíèå íà èíòåðåñóâàùèòå ñå â

Äåêàíàòà íà Ôàêóëòåòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà, Íîâà ñãðàäà íà Ïëîâ-

äèâñêè óíèâåðñèòåò ½Ïàèñèé Õèëåíäàðñêè�, êàáèíåò 330, âñåêè ðàáîòåí äåí

îò 8:30 äî 17:00 ÷àñà.
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ÎÁÙÈ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ÍÀ ÄÈÑÅÒÐÀÖÈÎÍÍÈß ÒÐÓÄ

Â ïðåäñòàâåíèÿ äèñåðòàöèîíåí òðóä ñà ðàçãëåäàíè îáîáùåíèÿ íà òåîðå-

ìàòà íà Áàíàõ çà ñâèâàùèòå èçîáðàæåíèÿ, ñâúðçàíè ñ äâîéêè íåïîäâèæíè

òî÷êè, òðîéêè íåïîäâèæíè òî÷êè, äâîéêè òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå

è òåõíè âúçìîæíè ïðèëîæåíèÿ. Îáîáùåíèÿòà êàñàÿò îòñëàáâàíå íà èçèñê-

âàíåòî ïðèëåæàùîòî ïðîñòðàíñòâî äà áúäå ðàâíîìåðíî èçïúêíàëî áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî, à ñàìî äà áúäå ðåôëåêñèâíî òàêîâà. Äðóãî íàïðàâëåíèå íà èç-

ñëåäâàíèÿòà å äà ñå ðàçãëåæäàò íå ñàìî öèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ, à ñúùî òàêà

íåöèêëè÷íè è ïîëó-öèêëè÷íè òàêèâà. Â êîíòåêñòíà íà òî÷êè íà íàé-äîáðî

ïðèáëèæåíèå å íàìåðàíå îöåíêà íà ãðåøêèòå çà íåöèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ.

Ïîëó÷åíè ñà íÿêîè ðåçóëòàòè è â îáëàñòòà íà íåïîäâèæíèòå òî÷êè â ÷àñ-

òè÷íî íàðåäåíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà. Ðàçãëåäàíî å îáîáùåíèå íà âàðèàöè-

îííèÿ ïðèíöèï íà Åêåëàíä âúðõó ìíîæåñòâà, ïîðîäåíè îò èçîáðàæåíèÿ ñúñ

ñìåñåíîòî ìîíîòîííî ñâîéñòâî. Ïðåäëîæåíà å òåõíèêà çà äîêàçàòåëñòâî íà

ðåçóëòàòè çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà òðîéêè íåïîäâèæíè òî÷êè çà

èçîáðàæåíèÿ óäîâëåòâîðÿâàùè ñìåñåíîòî ìîíîòîííî ñâîéñòâî. Êîíñòðóèðàíè

ñà ìîäåëè, ïîðîäåíè òî ðåàëíè ñòàòèñòè÷åñêè äàííè çà îëèãîïîëíè ïàçàðè

äîìèíèðàíè îò òðè ãîëåìè ó÷àñòíèêà.

ÂÚÂÅÄÅÍÈÅ

Òåîðåìèòå çà íåïîäâèæíè òî÷êà, èíèöèèðàíè îò ïðèíöèïà íà ñâèâàíå íà

Áàíàõ [10] ñå îêàçâàò ìîùåí èíñòðóìåíò â íåëèíåéíèÿ àíàëèç.
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Îçíà÷åíèÿ, èçïîëçâàíè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

Òåîðèÿòà íà íåïîäâèæíèòå òî÷êà ðàçáèðà ñå âêëþ÷âà òúðñåíåòî íà êîì-

áèíàöèÿ íà óñëîâèÿ âúðõó ìíîæåñòâî X è èçîáðàæåíèåòî T : X → X, êîÿòî

îò ñâîÿ ñòðàíà, ãàðàíòèðà, ÷å T îñòàâÿ ïîíå åäíà òî÷êà îò X ôèêñèðàíà,

ò.å. ξ = T (ξ) çà íÿêîè ξ ∈ X. Ñëåä ïóáëèêóâàíåòî ìó [10] èìà ãîëÿì áðîé

ïðèëîæåíèÿ è îáîáùåíèÿ.

Îçíà÷åíèÿ, èçïîëçâàíè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

Îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà ñ N è ìíîæåñòâîòî íà

ðåàëíèòå ÷èñëà ñ R. Ãëàâíèòå áóêâè îò Ëàòèíñêàòà àçáóêà A,B,C,U ,V ,X,Y ,Z

èçïîëçâàìå çà îçíà÷àâàíå íà ìíîæåñòâà ñ ðàçëè÷íà ñòðóêòóðà. Îáèêíîâåííî

áóêâèòå F ,G, H è T èçïîëçâàìå çà îçíà÷åíèå íà èçîáðàæåíèÿ ìåæäå ìíîæåñ-

òâà. Êîíñòàíòèòå, êîèòî ñå ïîÿâÿâàò â íåðàâåíñòâàòà îò ñâèâàù òèï îçíà÷à-

âàìå ñ ìàëêèòå áóêâè îò Ãðúöêàòà àçáóêà α, β, γ èëè ïúðâèòå îò ìàëêèòå

áóêâè íà ëàòèíñêàòà àçáóêà a, b è c. Ãðúöêàòà áóêâà δ ùå áúäå èçïîëçâàíà

çà ìîäóëà íà èçïúêíàëîñò. Ñ ìàëêèòå áóêâè îò êðàÿ íà Ëàòèíñêàòà àçáó-

êà x, y, z, w, u, v, t è ξ, η, ζ îçíà÷àâàìå åëåìåíòè îò ðàçãëåæäàíèòå ìíîæåñòâà.

Ùå îçíà÷àâàìå ñ ρ ôóíêöèÿòà çà ðàçñòîÿíèå âúðõó ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî

X, ñ (X, ρ) ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâà è ñ (X, ∥ · ∥) íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî.
Ïðåäïî÷èòàìå äà èçïîëçâàìå ρ çà ðàçñòîÿíèå âìåñòî d, çàùîòî ùå îçíà÷àâàìå

ñ d(U, V ) = inf{ρ(u, v) : u ∈ U, v ∈ V } ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó ïîäìíîæåñòâàòà

U è V íà íÿêîå ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ). Ïîíÿêîãà, êîãàòî íÿìà îïàñ-

íîñò îò îáúðêâàíå, ùå ïèøåì dist(U,V) = d(U, V ) èëè äîðè dist(U,V) = d,

åäèíñòâåíî çà äà ìîæåì äà ñúáåðåì íÿêîè îò ôîðìóëèòå â òåêñòîâîòî ïîëå.

Âèíàãè, êîãàòî ðàçãëåæäàìå ðàçñòîÿíèå ρ â íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî, ùå

ïðèåìàìà, ÷å òî å äåôèíèðàíî ÷ðåç ρ(x, y) = ∥x− y∥.
Îçíà÷åíèåòî X × Y ùå èçïîëçâàìå çà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íà äâåòå

ìíîæåñòâà X è Y , ò.å. u = (x, y) ∈ X ×X, àêî x ∈ X è y ∈ Y .

Îïðåäåëåíèå 1. Íåêà X å ìíîæåñòâî è T : X → X å èçîáðàæåíèÿ.

Åëåìåíòúò ξ ∈ X ñå íàðè÷à íåïîäâèæíà òî÷êà íà T , àêî å èçïúëíåíî ξ =

Tξ.
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Íåïîäâèæíè òî÷êè â ÷àñòè÷íî íàðåäåíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà

Ùå îçíà÷àâàìå ñ (X,≼) ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ìíîæåñòâî, à ñ (X, d,≼) ìåò-

ðè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñ ÷àñòè÷íà íàðåäáà.

Îïðåäåëåíèå 2. ([33, 34]) Íåêà (X,≼) å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ìíîæåñ-

òâî. Êàçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî T : X → X å ìîíîòîííà, àêî èëè çàïàç-

âà íàðåäáàòà, ò.å. Tx ≼ Ty çà âñè÷êè x ≼ Y èëè îáðúùà íàðåäáàòà, ò.å.

f(x) ≽ y çà âñåêè x ≼ y.

Òåîðåìà 1. ([33]) Íåêà (X, d,≼) å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî, ïúëíî ìåòðè÷-

íî ïðîñòðàíñòâî, T : X → X å íåïðåêúñíàòî, ìîíîòîííî èçîáðàæåíèå è

ñúùåñòâóâà α ∈ [0, 1), òàêà ÷å íåðàâåíñòâîòî

(1) ρ(Tx, Ty) ≤ αρ(x, y)

å èçïúëíåíî çà âñåêè äâå x, y ∈ X, óäîâëåòâîðÿâàùè x ≽ y. Òîãàâà ñúùåñò-

âóâà íåïîäâèæíà òî÷êà ξ ∈ X çà T , àêî ñúùåñòâóâà x0 ∈ X, òàêà, ÷å åäíî

îò äâåòå íåðàâåñòâà x0 ≼ fx0 èëè x0 ≽ fx0 å èçïúëíåíî.

Íåïîäâèæíàòà òî÷êà ξ å åäèíñòâåíà, àêî âñåêè äâà åëåìåíòà x, y ∈ X

èìàò ãîðíà ãðàíèöà èëè äîëíà ãðàíèöà.

Èäåèòå â [33] ñà ïðåäõîæäàíè îò [26], êúäåòî â ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ñïðÿìî

êîíóñ ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî (X, ∥·∥) å èçñëåäâàíî íàëè÷èåòî íà íåïîäâèæíè
òî÷êè çà ìîíîòîííè èçîáðàæåíèÿ.

Àêî íåðàâåíñòâî (1) å èçïúëíåíî çà âñåêè äâå x, y ∈ X, áåç èçèñêâàíåòîX

äà áúäå ÷àñòè÷íî íàðåäåíî è ïðåìàõâàéêè äîïúëíèòåëíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ,

òî ïîëó÷àâàìå òåîðåìàòà íà Áàíàõ çà ñâèâàùèòå èçîáðàæåíèÿ, ò.å. ñúùåñòâóâà

åäèíñòâåíà íåïîäâèæíà òî÷êà çà T .

Äâîéêè íåïîäâèæíè òî÷êè â ÷àñòè÷íî íàðåäåíè ìåòðè÷íè ïðîñò-

ðàíñòâà

Íîâîòî ïîíÿòèå, à èìåííî äâîéêè íåïîäâèæíè òî÷êè å âúâåäåíî â [27]. Ïî

êúñíî â [26] ñà ïîëó÷åíè ðåçóëòàòè çà äâîéêè íåïîäâèæíè òî÷êè â ÷àñòè÷íî

íàðåäåíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà.
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Îïðåäåëåíèå 3. ([38]) Íåêà A å íåïðàçíî ìíîæåñòâî è F,G : A×A→
A ñà äâå èçîáðàæåíèÿ. Àêî ξ = F (ξ, η) è η = G(ξ, η), òî íàðåäåíàòà äâîéêè

(ξ, η) ∈ A×A ñå íàðè÷à äâîéêà íåïîäâèæíè òî÷êè â A çà íàðåäåíàòà äâîéêà

(F,G) îò èçîáðàæåíèÿ.

Àêî G(x, y) = F (y, x), òî ïîëó÷àâàìå êëàñè÷åñêàòà äåôèíèöèÿ çà äâîéêè

íåïîäâèæíè òî÷êè îò [26, 27].

Ñìåñåíîòî ìîíîòîííî ñâîéñòâî çà èçîáðàæåíèå F : X × X → X å îáîá-

ùåíî äî ñìåñåíî ìîíîòîííî ñâîéñòâî çà íàðåäåíà äâîéêà îò èçîáðàæåíèÿ

F,G : X ×X → X â [7, 29].

Îïðåäåëåíèå 4. ([7, 29]) Íåêà (X,≼) å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ìíîæåñ-

òâî è ñà äàäåíè èçîáðàæåíèÿòà F,G : X × X → X. Êàçâàìå, ÷å (F,G)

óäîâëåòâîðÿâà ñìåñåíîòî ìîíîòîííî ñâîéñòâî, àêî F (x, y) è G(x, y) ñà ìî-

íîòîííî íåíàìàëÿâàùè ïî x è ñà ìîíîòîííî íåðàñòÿùè ïî y, ò.å. çà âñåêè

äâå x, y ∈ X,

F (x1, y) ≼ F (x2, y) è G(x1, y) ≼ G(x2, y), êîãàòî x1 ≼ x2

è

F (x, y1) ≽ F (x, y2) è G(x, y1) ≽ G(x, y2), êîãàòî y1 ≼ y2.

Àêî G(x, y) = F (y, x), òî ïîëó÷àâàìå êëàñè÷åñêîòî îïðåäåëåíèå çà ñìå-

ñåíî ìîíîòîííî ñâîéñòâî îò [26, 27].

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà å îáîáùåíèå íà ðåçóëòàòèòå îò [27].

Òåîðåìà 2. ([7]) Íåêà (X, ρ,≼) å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñ ÷àñ-

òè÷íà íàðåäáà è F,G : X ×X → X ñà òàêèâà, ÷å (F,G) ïðèòåæàâà ñìåñå-

íîòî ìîíîòîííî ñâîéñòâî è ñúùåñòâóâà α ∈ [0, 1), òàêà ÷å

(2) ρ(F (x, y), F (u, v)) + ρ(G(x, y), G(u, v)) ≤ α(ρ(x, u) + ρ(y, v))

å èçïúëíåíî çà âñåêè x ≽ u, y ≼ v.

Íåêà å âàëèäíî åäíî îò ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

2.à) F è G ñà íåïðåêúñíàòè

2.á) çà âñÿêà ñõîäÿùà ðåäèöà limn→∞(xn, yn) = (x, y), (xn, yn) ∈ X ×X
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� àêî (xn, yn) ≼ (xn+1, yn+1), òî (xn, yn) ≼ (x, y)

� àêî (xn, yn) ≽ (xn+1, yn+1), òî (xn, yn) ≽ (x, y).

Àêî ñúùåñòâóâàò x0, y0 ∈ X òàêà ÷å åäíî îò ñëåäíèòå äà å â ñèëà

� x0 ≼ F (x0, y0) è y0 ≽ G(x0, y0)

� x0 ≽ F (x0, y0) è y0 ≼ G(x0, y0),

òî ñúùåñòâóâà äâîéêà íåïîäâèæíè òî÷êè (ξ, η) ∈ X ×X.

Àêî äîïúëíèòåëíî âñÿêà äâîéêà îò åëåìåíòè x, y ∈ X ïðèòåæàâà ãîðíà

ãðàíèöà èëè äîëíà ãðàíèöà, òî

� (ξ, η) å åäèíñòâåíà äâîéêà îò íåïîäâèæíè òî÷êè

� àêî G(ξ, η) = F (η, ξ), òî ξ = η.

Àêî G(x, y) = F (y, x), òî ïîëó÷àâàìå êëàñè÷åñêèòå ðåçóëòàòè îò [27].

Öèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 5. ([30]) Íåêà X å ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî è A,B ⊂ X.

Èçîáðàæåíèåòî T : A ∪ B → A ∪ B ñå íàðè÷à öèêëè÷íî èçîáðàæåíèå, àêî

T : A→ B è T : B → A.

Ïúðâèÿò ðåçóëòàò çà íåïîäâèæíè òî÷êè çà öèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ å ïî-

ëó÷åí â [30].

Òåîðåìà 3. ([30]) Íåêà A è B ñà äâå íåïðàçíè ìíîæåñòâà â ïúëíîòî

ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è T : A ∪ B → A ∪ B å öèêëè÷íî èçîáðàæåíèÿ,

òàêîâà ÷å å âàëèäíî íåðàâåíñòâîòî there holds

(3) ρ(Tx, Ty) ≤ αρ(x, y), çà âñè÷êè x ∈ A, y ∈ B,

êúäåòî α ∈ [0, 1). Òîãàâà T èìà åäèíñòâåíà íåïîäâèæíà òî÷êà â A ∩B.

Íåïîñðåäñòâåíî ñëåäñòâèå íà ïîñëåäíàòà òåîðåìà å ÷å ìíîæåñòâàòà A è

B èìàò íåïðàçíî ñå÷åíèå. Ðåçóëòàòèòå îò [30] ñà äîïúëíåíè â [32] ñ îöåíêà íà

ãðåøêàòà è ðåçóëòàòè çà èçîáðàæåíèÿ íà Êàíàí, ×àòåðæåà è Çàìôèðåñêó.
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Ðàâíîìåðíî èçïúêíàëè áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà

Ðàâíîìåðíî èçïúêíàëè áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà

Íåêà (X, ∥ · ∥) å íîðìèðàíî ïðîñòàíñòâî è ñ BX = {x ∈ X : ∥x∥ ≤ 1} è

SX = {x ∈ X : ∥x∥ = 1} äà îçíà÷èì ñúîòâåòíî çàòâîðåíîòî åäèíè÷íî êúëáî

è åäèíè÷íàòà ñôåðà.

Îïðåäåëåíèå 6. ([14, 21]) Íåêà (X, ∥ · ∥) å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Çà
âñÿêî ε ∈ (0, 2] ìîäóëúò íà èçïúêíàëîñò ñïðÿìî íîðìàòà ∥ · ∥ ñå äåôèíèðà

÷ðåç

δ(X,∥·∥)(ε) = inf

ß
1−

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ : x, y ∈ BX , ∥x− y∥ ≥ ε

™
.

Êàçâàìå, ÷å íîðìàòà å ðàâíîìåðíî èçïúêíàëà, àêî δ(X,∥·∥)(ε) > 0 çà âñÿêî ε ∈
(0, 2] è ïðîñòðàíñòâîòî (X, ∥ · ∥) ñå íàðè÷à ðàâíîìåðíî èçïúêíàëî áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî.

Êîãàòî íÿìà îïàñíîñò îò îáúðêâàíå ùå îçíà÷àâàìå δ(X,∥·∥) ñàìî ñ δ.

Îïðåäåëåíèå 7. ([15], p. 42) Áàíàõîâîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ∥ · ∥) ñå

íàðè÷à ñòðîãî èçïúêíàëî, àêî x = y ïðè óñëîâèå ÷å x, y ∈ X ñà òàêèâà,

÷å∥x∥ = ∥y∥ = 1 è ∥x+ y∥ = 2.

Òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå

Àêî èçîáðàæåíèåòî T å öèêëè÷íî, òî å âúçìîæíî äà íå ïðèòåæàâà íå-

ïîäâèæíà òî÷êà. Èäåÿ çà ïðîìÿíà íà ïîíÿòèåòî çà íåïîäâèæíà òî÷êà å ïðåä-

ëîæåíî â [20], êúäåòî ðàâåíñòâîòî x = Tx å çàìåíåíî ñ îïòèìèçàöèîííàòà

çàäà÷à min{ρ(x, Tx) : x ∈ A ∪B} çà T öèêëè÷íî èçîáðàæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 8. ([20]) Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, A è B ñà

ïîäìíîæåñòâà X è T : A∪B → A∪B å öèêëè÷íî èçîáðàæåíèå. Êàçâàìå, ÷å

òî÷êàòà x ∈ A å òî÷êà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå çà T â A, àêî ρ(x, Tx) =

dist(A,B).

Îïðåäåëåíèå 9. ([20]) Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, A è B ñà

ïîäìíîæåñòâà íà X. Êàçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî T : A∪B → A∪B ñâèâàùî

öèêëè÷íî èçîáðàæåíèå, àêî òî å öèêëè÷íî è óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî

(4) ρ(Tx, Ty) ≤ αρ(x, y) + (1− α)dist(A,B)
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çà íÿêîå α ∈ (0, 1) è âñè÷êè x ∈ A, y ∈ B.

Íåêà ñïîìåíåì, ÷å èçêëþ÷âàìå ñëó÷àÿ α ̸= 0, çàùîòî ïðè íåãî (4) ñå

ðåäóöèðà äî ρ(Tx, Ty) ≤ dist(A,B), êîåòî å âúçìîæîí äà áúäå èçïúëíåíî

ñàìî çà íÿêîè òðèâèàëíè ÷àñòíè ñëó÷àè.

Òåîðåìà 4. ([20]) Íåêà A è B ñà íåïðàçíè, çàòâîðåíè è èçïúêíàëè ïîä-

ìíîæåñòâà â ðàâíîìåðíî èçïúêíàëîòî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (X, ∥·∥). Àêî
T : A∪B → A∪B å ñâèâàùî öèêëè÷íî èçîáðàæåíèå, òî ñúùåñòâóâà åäèíñò-

âåíà òî÷êà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå x çà T â A è Tx å òî÷êà íà íàé-äîáðî

ïðèáëèæåíèå çà T â B.

Îöåíêà íà ãðåøêàòà çà òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå â ðàâíî-

ìåðíî èçïúêíàëè áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà

Àêî (X, ∥ · ∥) å ðàâíîìåðíî èçïúêíàëî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òîãàâà

δ(X,∥·∥)(ε) å ñòðîãî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëíî, â âñÿêî ðàâíîìåðíî èç-

ïúêíàëî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñúùåñòâóâà îáðàòíàòà íà ìîäóëà íà èçïúê-

íàëîñò ôóíêöèÿ δ−1. Àêî ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè C > 0 è q > 0, òàêà ÷å

íåðàâåíñòâîòî δ(ε) ≥ Cεq äà å èçïúëíåíî çà âñÿêî ε ∈ (0, 2], òî êàçâàìå, ÷å

ìîäóëúò íà èçïúêíàëîñò å îò ñòåïåíåí òèï q.

Òåîðåìà 5. ([37]) Àêî A è B ñà íåïðàçíè, çàòâîðåíè è èçïúêíàëè ïîä-

ìíîæåñòâà â ðàâíîìåðíî èçïúêíàëîòî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (X, ∥ · ∥) è
ñúùåñòâóâàò C > 0 è q ≥ 2, òàêèâà ÷å δ∥·∥(ε) ≥ Cεq. Íåêà T : A∪B → A∪B
å ñâèâàùî öèêëè÷íî èçîáðàæåíèå. Òîãàâà

5.i) ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà òî÷êà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå ξ çà T â A,

Tξ å åäèíñòâåíà òî÷êà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå çà T â B è ξ =

T 2ξ = T 2nξ

5.ii) çà âñÿêî x0 ∈ A ðåäèöàòà {x2n}∞n=1 å ñõîäÿùà êúì ξ, à {x2n+1}∞n=1 å

ñõîäÿùà êúì Tξ, êúäåòî xn+1 = Txn, n = 0, 1, 2, . . .

5.iii) â ñèëà ñà �à ïðèîðè� îöåíêè íà ãðåøêàòà

(5)
∥∥ξ − T 2nx0

∥∥ ≤ ∥x0 − Tx0∥
1− q

√
α2

q

 
∥x0 − Tx0∥ − d

Cd

(
q
√
α
)2n
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5.iv) â ñèëà ñà �à ïîñòåðèîðè� îöåíêè íà ãðåøêàòà

(6)
∥∥T 2nx0 − ξ

∥∥ ≤ ∥T 2n−1x0 − T 2nx0∥
1− q

√
α2

q

 
∥T 2n−1x0 − T 2nx0∥ − d

Cd
q
√
α,

êúäåòî d = dist(A,B).

Ðåôëåêñèâíè áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 10. ([21]) Íåêà (X, ∥·∥) å íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî. Îçíà-
÷àâàìå ñ X∗ ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî îò âñè÷êè íåïðåêúñíàòî ëèíåéíè

ôóíêöèîíàëè âúðõó X, êîèòî ñà ñíàáäåíè ñ íîðìàòà ∥f∥∗ = sup{|f(x)| :

x ∈ BX}, êîÿòî íàðè÷àìå êàíîíè÷íà ñïðåãíàòà íîðìà. Ïðîñòðàíñòâîòî

(X∗, ∥ · ∥∗) ñå íàðè÷à ñïðåãíàòî íà X.

Ïðîñòðàíñòâîòî X∗∗ å ñïðåãíàòîòî íà X∗, òå. (X∗)∗. Èçîáðàæåíèåòî π :

X → X∗∗ îïðåäåëåíî ÷ðåç π(x) = ψx0
(f) = f(x0) èçîáðàçÿâà ìíîæåñòâîòî X

â ïîäìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâî íà X∗∗, ò.å. π(X) ⊆ X∗∗. Èçîáðàæåíèåòî π ñå

íàðè÷à åñòåñòâåíî èçîáðàæåíèå íà X â X∗∗.

Îïðåäåëåíèå 11. ([21]) Íåêà (X, ∥ · ∥) å íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî. Àêî
π(X) ≡ X∗∗, òî X ñå íàðè÷à ðåôëåêñèâíî ïðîñòðàíñòâî.

Òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå â ðåôëåêñèâíè áàíàõîâè ïðîñò-

ðàíñòâà

Ïúðâèÿò ðåçóëòàò çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà òî÷êè íà íàé-äîáðî

ïðèáëèæåíèå çà öèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ T : A ∪ B → A ∪ B â ðåôëåêñèâíè

áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà å ïîëó÷åí â [6].

Òåîðåìà 6. ([21]) Ðåäèöàòà {xn}∞n=1 îò åëåìåíòè â íîðìèðàíî ïðîñò-

ðàíñòâî (X, ∥·∥) å ñëàáî ñõîäÿùà êúì òî÷êàòà x ∈ X, òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî ÷èñëîâàòà ðåäèöà {f(xn)}∞n=1 å ñõîäóùà êúì f(x) çà âñÿêî f ∈ X∗ è

ñå îçíà÷àâà ñ w lim
n→∞

xn = x.
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ÂÚÂÅÄÅÍÈÅ

Îïðåäåëåíèå 12. ([21]) Íåêà (X, ∥·∥) å íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî. Ìíî-

æåñòâîòî A ⊂ X∗ ñå íàðè÷à ñëàáî çàòâîðåíî, àêî îò w lim
n→∞

xn = x, ïðè

xn ∈ A ñëåäâà x ∈ A.

Òåîðåìà 7. Íåêà A è B ñà íåïðàçíè, ñëàáî çàòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà

â ðåôëåêñèâíîòî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X è T : A ∪ B → A ∪ B å ñâèâàùî

öèêëè÷íî èçîáðàæåíèå. Òîãàâà ñúùåñòâóâà (x, y) ∈ A×B, òàêà ÷å ∥x−y∥ =

dist(A,B).

Íåêà ïîä÷åðòàåì, ÷å íåçàâèñèìî îò ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å ìíîæåñòâàòà ñà

ñëàáî çàòâîðåíè íå, íå ìîæåì äà ñìå ñèãóðíè, ÷å y = Tx.

Îïðåäåëåíèå 13. Íåêà A è B ñà íåïðàçíè ïîäìíîæåñòâà â íîðìèðà-

íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ∥ · ∥), T : A ∪ B → A ∪ B å öèêëè÷íî èçîáðàæåíèå.

Êàçâàìå, ÷å T óäîâëåòâîðÿâà ñâîéñòâî çà áëèçîñò, àêî îò w limn→∞ xn = x

è limn→∞ ∥xn − Txn∥ = dist(A,B), ñëåäâà ∥x− Tx∥ = dist(A,B).

Òåîðåìà 8. Íåêà A è B ñà íåïðàçíè ïîäìíîæåñòâà â ðåôëåêñèâíîòî

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (X, ∥·∥), òàêèâà ÷å A å ñëàáî çàòâîðåíî è T : A∪B →
A ∪ B å ñâèâàùî öèêëè÷íî èçîáðàæåíèå. Òîãàâà ñúùåñòâóâà x ∈ A, òîêîâà

÷å ∥x− Tx∥ = dist(A,B), âèíàãî êîãàòî åäíî îò ñëåäíèòå óñëîâèÿ

8.à) T is weakly continuous on A

8.á) T satis�es the proximal property

å èçïúëíåíî.

Àêî â äîïúëíåíèå (X, ∥·∥) å ñòðîãî èçïúêíàëî, òî òî÷êàòà íà íàé-äîáðî
ïðèáëèæåíèå x å åäèíñòâåíà è å â ñèëà T 2x = x.

Íåöèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 14. ([1]) Íåêà X å ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî è A,B ⊂ X.

èçîáðàæåíèåòî T : A ∪ B → A ∪ B ñå íàðè÷à íåöèêëè÷íî, àêî T : A → A è

T : B → B.

Íåêà T : A∪B → A∪B å íåöèêëè÷íî èçîáðàæåíèå. Ìîæåì äà ðàçãëåæ-

äàìå ñëåäíèòå ìèíèìèçàöèîííè çàäà÷è: min{ρ(x, Tx) : x ∈ A}, min{ρ(y, Ty) :
y ∈ A} è min{ρ(x, y) : (x, y) ∈ A×B}.
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Äâîéêè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå çà íåöèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ

Äâîéêè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå çà íåöèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 15. ([1]) Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, A,B ⊂
X è T å íåöèêëè÷íî èçîáðàæåíèÿ. Íàðåäåíàòà äâîéêà (ξ, η) ∈ A × B ñå

íàðè÷à äâîéêà íåïîäâèæíè òî÷êè çà íåöèêëè÷íîòî èçîáðàæåíèå T , àêî åä-

íîâðåìåííî ñà â ñèëà ξ = Tξ, η = Tη è d(ξ, η) = dist(A,B).

Ïîíÿêîãà äâîéêèòå íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå çà íåöèêëè÷íî èçîáðàæå-

íèå T ñå íàðè÷à îïòèëàíà äâîéêà îò íåïîäâèæíè òî÷êè çà íåöèêëè÷íîòî èçîá-

ðàæåíèå T .

Åñòåñòâåíî îáîáùåíèå èçãëåæäà òúðñåíåòî íà óñëîâèÿ, êîèòî äà ãàðàíòè-

ðàò ñúùåñòâóâàíåòî è åäèíñòâåíîñòà íà äâîéêè òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëè-

æåíèå çà íåöèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 16. ([25]) Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è A,B ⊂
X. Íåöèêëè÷íîòî èçîáðàæåíèå T : A ∪ B → A ∪ B ñå íàðè÷à ñâèâàùî íå-

öèêëè÷íî èçîáðàæåíèå, àêî ñúùåñòâóâà α ∈ [0, 1), òàêà ÷å íåðàâåíñòâîòî

ρ(Tx, Ty) ≤ αρ(x, y) + (1 − α)dist(A,B) äà å èçïúëíåíî çà âñåêè x ∈ A è

y ∈ B.

Òåîðåìà 9. ([23]) Íåêà A è B ñà äâå çàòâîðåíè, èçïúêíàëè ïîäìíîæåñ-

òâà â ñòðîãî èçïúêíàëîòî è ðåôëåêñèâíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (X, ∥ · ∥) è
T : A∪B → A∪B å ñâèâàùî íåöèêëè÷íî èçîáðàæåíèå. Òîãàâà T èìà äâîéêà

òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå.

Íàðåäåíè äâîéêè îò öèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 17. ([38]) Íåêà Ax, Ay, Bx è By ñà íåïðàçíè ïîäìíîæåñ-

òâà íà X. Íåêà F : Ax × Ay → Bx, f : Ax × Ay → By, G : Bx × By → Ax

è g : Bx × By → Ay. Çà âñÿêà äâîéêà (x, y) ∈ Ax × Ay äåôèíèðàìå ðåäèöèòå

{xn}∞n=0 è {yn}∞n=0 ÷ðåç x0 = x, y0 = y è

x2n+1 = F (x2n, y2n), y2n+1 = f(x2n, y2n)

x2n+2 = G(x2n+1, y2n+1), y2n+2 = g(x2n+1, y2n+1)

çà âñÿêî n ≥ 0.
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Ãëàâà I

Ïîëó-íåïðåêúñíàòî îò äîëó èçîáðàæåíèÿ

Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Ñëåäâàéêè [12] ðàçøèðåíà ðåàëíî

çíà÷íà ôóíêöèÿ T : X → (−∞,+∞] âúðõó X ñå íàðè÷à ïîëó-íåïðåêúñíàòà

îò äîëó (íàêðàòêî ï.í.ä.), àêî {x ∈ X : f(x) > a}å îòâîðåíî ìíîæåñòâî çà

âñÿêî a ∈ (−∞,+∞]. Åêâèâàëåíòíî óñëîâèå çà T äà áúäå ï.í.ä. å òîãàâà è

ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî x0 ∈ X å â ñèëà lim inf
x→x0

f(x) ≥ f(x0). Êàçâàìå, ÷å

ôóíêöèÿòà T å ñîáñòâåíà, àêî T ̸≡ +∞.

Âàðèàöèîíåí ïðèíöèï íà Åêåëàíä è íåïîäâèæíè òî÷êè

Åêåëàíä äîêàçâà âàðèàöèîííèÿ ïðèíöèï â [18]. Â ïîñëåäîâàòåëíîñò îò

ñòàòèè òîé îáîãàòÿâà ðåçóëòàòèòå. Ïî-êúñíî òîé ïðåäñòàâè ïî-ñáèòî äîêàçà-

òåëñòâ [19], ÷èÿòî òåõíèêà ùå èçïîëçâàìå. Â ñúùàòà ñòàòèÿ [19], Òåîðåìàòà

íà Áàíàõ çà ñâèâàùèòå èçîáðàæåíèÿ å äîêàçàíà ñ ïîìîùòà íà âàðèàöèîííèÿ

ïðèíöèï.

Òåîðåìà 10. ([19]) Íåêà (X, ρ) å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è T :

X → R∪{+∞} å ñîáñòâåíà ï.í.ä. ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åíî îò äîëó. Íåêà ε > 0 å

ïðîèçâîëíî èçáðàíî è òî÷êàòà u0 ∈ X óäîâëåòâîðÿâà T (u0) ≤ infv∈X T (v)+ε.

Òîãàâà ñúùåñòâóâà v0 ∈ X, òàêà ÷å T (v0) ≤ T (u0), ρ(u0, v0) ≤ 1 è çà

âñÿêî w ∈ X, ðàçëè÷íî îò v0 å âàëèäíî íåðàâåíñòâîòî T (w) > T (v0) −
ερ(w, v0).

Ãëàâà I

Äâîéêè òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå çà öèêëè÷íè, ïîëó-öèêëè÷íè

è íåöèêëè÷íè èçîðàæåíèÿ â áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà

Ðåçóëòàòèòå â òàçè ãëàâà ñà âúç îñíîâà íà ïóáëèêàöèèòå íà àâòîðà [2, 4].

Äâîéêè òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå çà öèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ

â ðåôëåêñèâíè áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà

Ùå çàïî÷íèì ñ ðåçóëòàòèòå îò [4].
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Äâîéêè òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå çà öèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ â ðåôëåêñèâíè

áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 18. Íåêà (X, ∥ · ∥) å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è U, V ⊂ X

ñà ïîäìíîæåñòâà. Êàçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî F : U × V → X å ñëàáî

íåïðåêúñíàòî, àêî çà âñåñêè äâå ñëàáî ñõîäÿùè ðåäèöè {un}∞n=0 è {vn}∞n=0,

un ∈ U è vn ∈ V å èçïúëíåíî w limn→∞ F (un, vn) = F (u, v), êúäåòî u =

w limn→+∞ un è v = w limn→+∞ vn.

.

Îïðåäåëåíèå 19. Íåêà (X, ∥·∥) å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Ax, Ay, Bx, By ⊂
X ñà ïîäìíîæåñòâà è F : Ax × Ay → Bx, f : Ax × Ay → By. Êàçâàìå, ÷å

íàðåäåíàòà äâîéêà (F, f) óäîâëåòâîðÿâà ñâîéñòâîòî çà áëèçîñò, àêî çà âñÿ-

êè ñëàáî ñõîäÿùè ðåäèöè {un}∞n=0 è {vn}∞n=0, un ∈ Ax è vn ∈ Ay, òàêèâà ÷å

u = w limn→+∞ un, v = w limn→+∞ vn, àêî ñà èçïúëíåíè

lim
n→+∞

∥un − F (un, vn)∥ = dist(Ax, Bx)

è

lim
n→+∞

∥vn − f(un, vn)∥ = dist(Ay, By),

òî ñà èçïúëíåíè

∥u− F (u, v)∥ = dist(Ax, Bx)

è

∥v − f(u, v)∥ = dist(Ay, By).

Îïðåäåëåíèå 20. Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, Ax, Ay, Bx, By ⊂
X ñà íåïðàçíè ìíîæåñòâà, ðàçëè÷íè îò X, F : Ax×Ay → Bx, f : Ax×Ay →
By. Íàðåäåíàòà äâîéêà (x, y) ∈ Ax × Ay ñå íàðè÷à äâîéêà òî÷êè íà íàé-

äîáðî ïðèáëèæåíèå çà (F, f) â Ax × Ay, àêî ρ(x, F (x, y)) = dist(Ax, Bx) è

ρ(y, f(x, y)) = dist(Ay, By).

Îïðåäåëåíèå 21. Íåêà Ax, Ay, Bx è By ñà íåïðàçíè ïîäìíîæåñòâà â

ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ), F : Ax × Ay → Bx, f : Ax × Ay → By,

G : Bx × By → Ax è g : Bx × By → Ay. Íàðåäåíàòà äâîéêà îò íàðåäåíè

äâîéêè ((F, f), (G, g)) ñå íàðè÷à ñâèâàùà öèêëè÷íà äâîéêà, àêî ñúùåñòâóâàò
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Ãëàâà I

êîíñòàíòè α, β, γ, δ ≥ 0, òàêà ÷å max{α + γ, β + δ} < 1 è íåðàâåíñòâîòî

(7)

S = ρ(F (x, y), G(u, v)) + ρ(f(z, w), g(t, s))

≤ αρ(x, u) + βρ(y, v) + γρ(z, t) + θρ(w, s)

+(1− (α + β))dist(Ax, Bx) + (1− (β + θ))dist(Ay, By)

å èçïúëíåíî çà âñåêè (x, y), (z, w) ∈ Ax × Ay è (u, v), (t, s) ∈ Bx ×By.

Îïðåäåëåíèå 22. Íåêà Ax, Ay, Bx è By ñà íåïðàçíè ïîäìíîæåñòâà

íà X. Íåêà F : Ax × Ay → Bx, f : Ax × Ay → By, G : Bx × By → Ax è

g : Bx×By → Ay. Çà âñÿêà ïúðâîíà÷àëíî èçáðàíî (ξ, η) ∈ Ax×Ay äåôèíèðàìå

ðåäèöèòå {ξn}∞n=0 è {ηn}+∞
n=0 ÷ðåç ξ0 = ξ, η0 = η è

ξ2n+1 = F (ξ2n, η2n), η2n+1 = f(ξ2n, η2n),

ξ2n+2 = G(ξ2n+1, η2n+1), η2n+2 = g(ξ2n+1, η2n+1)

çà âñÿêî n ≥ 0.

Òåîðåìà 11. Íåêà Ax, Ay, Bx, By ⊂ X ñà íåïðàçíè, ñîáñòâåíè è ñëàáî

çàòâîðåíè ìíîæåñòâà â ðåôëåêñèâíîòî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (X, ∥ · ∥),
F : Ax × Ay → Bx, f : Ax × Ay → By, G : Bx × By → Ax è g : Bx × By → Ay.

Íåêà ((F, f), (G, g)) å ñâèâàùà öèêëè÷íà íàðåäåíà äâîéêà îò èçîáðàæåíèÿ.

Íàêå å èçïúëíåíî ñúùî òàêà åäíî îò ñëåäíèòå óñëîâèÿ

11.à) F è f ñà ñëàáî íåïðåêúñíàòè âúðõó Ax × Ay è G è g ñà ñëàáî íåïðå-

êúñíàòè âúðõó Bx ×By

11.á) (F, f) óäîâëåòâîðÿâà ñâîéñòâîòî çà áëèçîñò.

Òîãàâà (F, f) ïðèòåæàâà äâîéêà òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå (ξx, ξy) ∈
Ax×Ay è (G, g) ïðèòåæàâà äâîéêà òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå (ηx, ηy) ∈
Bx ×By, ò.å.

∥ξx − F (ξx, ξy)∥ = dist(Ax, Bx), ∥ξy − f(ξx, ξy)∥ = dist(Ay, By)

è

∥ηx −G(ηx, ηy)∥ = dist(Ax, Bx), ∥ηy − g(ηx, ηy)∥ = dist(Ay, By).
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Äâîéêè òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå çà ïîëó-öèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ â ðåôëåêñèâíè

áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà

Àêî â äîïúëíåíèå (X, ∥ · ∥) å ñòðîãî èçïúêíàëî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

è Ax, Ay, Bx, By ⊂ X ñà èçïúêíàëè ìíîæåñòâà, òî

ξx = G(F (ξx, ξy), f(ξx, ξy)), ξy = g(F (ξx, ξy), f(ξx, ξy))

è

ηx = F (G(ηx, ηy), g(ηx, ηy)), ηy = f(F (ηx, ηy), f(ηx, ηy)).

Àêî Ax = Ay, Bx = By, f(x, y) = F (y, x), g(x, y) = G(y, x) è (X, ∥ · ∥) å
ñòðîãî èçïúêíàëî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òî äâîéêàòà íåïîäâèæíè òî÷êè

(ξx, ξy) ∈ Ax × Ax óäîâëåòâîðÿâà ξx = ξy.

Äâîéêè òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå çà ïîëó-öèêëè÷íè èçîá-

ðàæåíèÿ â ðåôëåêñèâíè áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 23. Íåêà (X, ∥ · ∥) å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è U, V ⊂ X

ñà ïîäìíîæåñòâà è F : U × V → U , G : U × V → V . Êàçâàìå, ÷å íàðåäå-

íàòà äâîéêà îò èçîáðàæåíèÿ (F,G) óäîâëåòâîðÿâà ñâîéñòâîòî íà áëèçîñò,

àêî çà âñåêè äâå ñëàáî ñõîäÿùè ðåäèöè {un}∞n=0 è {vn}∞n=0, un ∈ U è vn ∈ V

óäîâëåòâîðÿâàùè u = w limn→+∞ un, v = w limn→+∞ vn âèíàãè êîãàòî å èç-

ïúëíåíî

lim
n→+∞

∥un −G(un, vn)∥ = dist(U, V )

è

lim
n→+∞

∥vn − F (un, vn)∥ = dist(U, V )

å âàëèäíî ∥u−G(u, v)∥ = ∥v − F (u, v)∥ = dist(U, V ).

Îïðåäåëåíèå 24. Íåêà A,B ñà ïîäìíîæåñòâà â ìåòðè÷íîòî ïðîñò-

ðàíñòâî (X, ρ). Íàðåäåíàòà äâîéêà îò èçîáðàæåíèÿ (F,G) F : A× B → A,

G : A × B → B íàðè÷àìå ïîëó-öèêëè÷íî ñâèâàùî, àêî ñúùåñòâóâà α ∈
[0, 1/2), òàêà ÷å çà âñåêè (x, y), (u, v) ∈ A×B å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

(8) ρ(F (x, y), G(u, v))− dist(A,B) ≤ α(ρ(x, v) + ρ(y, u)− 2dist(A,B)).

Òåîðåìà 12. Íåêà (X, ∥ · ∥) å ðåôëåêñèâíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è

A,B ⊂ X ñà íåïðàçíè, ñîáñòâåíè è ñëàáî çàòâîðåíè ìíîæåñòâà, F : A ×
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Ãëàâà I

B → A, G : A × B → B å ïîëó-öèêëè÷íî ñâèâàíå. Íåêà å â ñèëà åäíî îò

ñëåäíèòå óñëîâèÿ

12.à) F è G ñà ñëàáî íåïðåêúñíàòè âúðõó A×B

12.á) (F,G) óäîâëåòâîðÿâà ñâîéñòâîòî çà áëèçîñò.

Òîãàâà ñúùåñòâóâà åëåìåíò (ξ, η) ∈ A × B, êîèòî å òî÷êà íà íàé-äîáðî

ïðèáëèæåíèå çà (F,G).

Àêî â äîïúëíåíèå (X, ∥ · ∥) å ñòðîãî èçïúêíàëî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

è A,B ⊂ X ñà èçïúêíàëè ïîäìíîæåñòâà, òîãàâà ξ = F (F (ξ, η), G(ξ, η)),

η = G(F (ξ, η), G(ξ, η)) è ξ = F (ξ, η), η = G(ξ, η).

Íÿêîè ñïîìàãàòåëíè ðåçóëòàòà

Lemma 1. Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, A,B ⊂ X ñà íåïðàç-

íè, ñîáñòâåíè ïîäìíîæåñòâà íà X è F : A × B → A, G : A × B → B ñà

ïîëó-öèêëè÷íè ñâèâàùè èçîáðàæåíèÿ. Òîãàâà

ρ(xn+1, ym+1) + ρ(xm+1, yn+1)− 2d ≤ (2α)n(ρ(x1, ym−n+1) + ρ(xm−n+1, y1)− 2d).

çà âñÿêî n,m ∈ N, m ≥ n, êúäåòî d = dist(A,B).

Lemma 2. Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, A,B ⊂ X ñà íåïðàç-

íè, ñîáñòâåíè ïîäìíîæåñòâà íà X è F : A × B → A, G : A × B → B ñà

ïîëó-öèêëè÷íè ñâèâàùè èçîáðàæåíèÿ. Òîãàâà

lim
n→+∞

ρ(xn, yn) = lim
n→+∞

ρ(xn+1, yn) = lim
n→+∞

ρ(xn, yn+1) = dist(A,B).

Lemma 3. Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, A,B ⊂ X ñà íåïðàç-

íè, ñîáñòâåíè ïîäìíîæåñòâà íà X è F : A × B → A, G : A × B → B ñà

ïîëó-öèêëè÷íè ñâèâàùè èçîáðàæåíèÿ. Òîãàâà

ρ(x1, yn)+ρ(y1, xn)−2d ≤ 1

1− 2α
(ρ(x1, x2)+ρ(y1, y2))+2(2α)n−1(ρ(x1, y1)−d).
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Äâîéêè òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå çà íåöèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ â ðàâíîìåðíî

èçïúêíàëè áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà

Lemma 4. Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, A,B ⊂ X ñà íåïðàç-

íè, ñîáñòâåíè ïîäìíîæåñòâà íà X è F : A × B → A, G : A × B → B ñà

ïîëó-öèêëè÷íè ñâèâàùè èçîáðàæåíèÿ. Òîãàâà ðåäèöèòå {xn}∞n=1 è {yn}∞n=1 ñà

îãðàíè÷åíè.

Äâîéêè òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå çà íåöèêëè÷íè èçîáðàæå-

íèÿ â ðàâíîìåðíî èçïúêíàëè áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà

Òîçè ïàðàãðàô å áàçèðàí íà [2].

Ùå îáîáùèì èäåèòå çà íåöèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ è îïòèìàëíè òî÷êè [1],

òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå çà èçîáðàæåíèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè [36] äà

âúâåäåì ïîíÿòèåòî îïòèìàëíè òî÷êè çà íåöèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ íà äâå ïðî-

ìåíëèâè.

Îïðåäåëåíèå 25. Íåêà (Z, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Íåêà X, Y ⊂
Z ñà ìíîæåñòâà, òàêèâà ÷å dist(X, Y ) > 0. Let F : X × X → X è G :

Y ×Y → Y . Íàðåäåíàòà äâîéêà îò èçîáðàæåíèÿ (F,G) íàðè÷àìå íåöèêëè÷-

íî èçîáðàæåíèå íà äâå ïðîìåíëèâè. Íàðåäåíàòà äâîéêà îò íàðåäåíè äâîéêè

òî÷êè ((x, y), (u, v) ∈ (X × X) × (Y × Y ) íàðè÷àìå îïòèìàëíà äâîéêà îò

äâîéêè íåïîäâèæíè òî÷êè çà íàðåäåíàòà äâîéêà îò íåöèêëè÷íè èçîáðàæå-

íèÿ (F,G), àêî å èçïúëíåíî: (x, y) å äâîéêà íåïîäâèæíè òî÷êè çà F , (u, v) å

äâîéêà íåïîäâèæíè òî÷êè çà G è ρ(x, u) = ρ(y, v) = dist(A,B).

Îïðåäåëåíèå 26. Íåêà (Z, d) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Íåêà X, Y ⊂
Z ñà ìíîæåñòâà, òàêèâà ÷å dist(X, Y ) > 0. Íåêà F : X × X → X è

G : Y × Y → Y . Íàðè÷àìå íàðåäåíàòà äâîéêà îò íåöèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ

(F,G) íåöèêëè÷íî ñâèâàùî èçîáðàæåíèå, àêî ñúùåñòâóâà α ∈ [0, 1), òàêà ÷å

íåðàâåíñòâîòî ∥F (x, y)−G(u, v)∥ ≤ α∥x−u∥+(1−α)dist(X, Y ) å â ñèëà çà

âñåêè x, y ∈ X è u, v ∈ Y .

Òåîðåìà 13. Íåêà (Z, ∥·∥) å ðàâíîìåðíî èçïúêíàëî áàíàõîâî ïðîñòðàíñ-
òâî. Íåêà X, Y ⊂ Z ñà äâå èçïúêíàëè ìíîæåñòâà, òàêèâà ÷å dist(X, Y ) > 0.

Íåêà F : X ×X → X è G : Y × Y → Y ñà òàêèâà, ÷å íàðåäåíàòà äâîéêà òî

èçîáðàæåíèÿ (F,G) å íåöèêëè÷íî ñâèâàùî òàêîâà. Òîãàâà
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Ãëàâà I

13.i) íàðåäåíàòà äâîéêà îò èçîáðàæåíèÿ (F,G) ïðèòåæàâà åäèíñòâåíà

îïòèìàëíà äâîéêà ((x, y), (u, v)) íåïîäâèæíè òî÷êè (x, y) ∈ X × X

è (u, v) ∈ Y × Y

13.ii) çà âñÿêà (x0, y0) ∈ X×X, (u0, v0) ∈ Y ×Y ðåäèöèòå {xn}∞n=1, {yn}∞n=1,

{un}∞n=1 è {vn}∞n=1 ñà ñúîòâåòíî ñõîäÿùè êúì x, y, u è v

13.iii) â ñèëà å �à ïðèîðè� îöåíêà íà ãðåøêàòà

max{∥x− xm∥, ∥y − ym∥} ≤ max{M0, N0}
q

 
max{M0, N0} − d

Cd

q
√
αm

1− q
√
α

13.iv) â ñèëà å �à ïîñòåðèîðè� îöåíêà íà ãðåøêàòà

max{∥xn − x∥, ∥yn − y∥} ≤ max{Mn, Nn}
1− q

√
α

q

 
max{Mn, Nn} − d

Cd
,

êúäåòî çà âñåêè x ∈ A è y ∈ B èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî

Mn = max{∥xn − un∥, ∥F (xn, yn)− un∥},

Nn = max{∥yn − vn∥, ∥F (yn, xn)− vn∥},

è d = dist(X, Y ).

Àêî â äîïúëíåíèå åäíî îò ìíîæåñòâàòà X èëè Y å ñòðîãî èçïúêíàëî,

òî x = y è u = v.

Íÿêîè ñïîìàãàòåëíè ðåçóëòàòà

Îïðåäåëåíèå 27. ([22]) Íåêà (X, d) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è A,B ⊂
X ñà íåïðàçíè ìíîæåñòâà. Íàðåäåíàòà äâîéêà îò ìíîæåñòâà (A,B) óäîâ-

ëåòâîðÿâà ñâîéñòâîòî WUC, àêî çà âñÿêà ðåäèöà {xn}∞n=1 ∈ A, òàêàâà ÷å

çà âñÿêî ε > ñúùåñòâóâà u ∈ B òàêà ÷å d(xn, u) ≤ dist(A,B) + ε çà n ≥ n0,

òî {xn}∞n=1 å ðèäèöà íà Êîøè.
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Âàðèàöèîíåí ïðèíöèï â ÷àñòè÷íî íàðåäåíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà

Proposition 1. Íåêà (Z, ∥ · ∥) å ðàâíîìåðíî èçïúêíàëî áàíàõîâî ïðîñò-
ðàíñòâî. Òîãàâà Äåêàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå (Z × Z, ||| · |||), ñíàáäåíî ñ íîð-

ìàòà |||(x, y)||| = ∥x∥+ ∥y∥ å WUC ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî.

Proposition 2. Íåêà (Z, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Íåêà X, Y ⊂ Z

ñà ìíîæåñòâà, òàêà ÷å dist(X, Y ) > 0. Íåêà F : X ×X → X è G : Y ×Y →
Y è (F,G) å íàðåäåíà äâîéêà îò ñâèâàùè èçîáðàæåíèÿ. Òîãàâà ñà â ñèëà

íåðàâåíñòâàòà

ρ(xn+1, un+1)− d ≤ αn(ρ(x0 − u0)− dist(X, Y ))

è

ρ(yn+1, vn+1)− d ≤ αn(ρ(y0, v0)− dist(X, Y )).

Ãëàâà II

Âàðèàöèîíåí ïðèíöèï â ÷àñòè÷íî íàðåäåíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà

Ðåçóëòàòèòå â òàçè ãëàâà ñå áàçèðàò íà ïóáëèêàöèè [3, 5].

Èçîáðàæåíèÿ íà Õàðäè-Ðîäæúðñ ñúñ ñìåñåíîòî ìîíîòîííî ñâîéñòâî

â ÷àñòè÷íî íàðåäåíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà

Ñëåäâàùèÿò ðåçóëòàò ñå áàçèðà íà [5].

Òåîðåìà 14. Íåêà (X, ρ,⪯) å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñò-

ðàíñòâ è F : X ×X → X å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå ñúñ ñìåñåíîòî ìîíî-

òîííî ñâîéñòâî. Íåêà ñúùåñòâóâàò α + β + γ ∈ [0, 1/2), òàêà ÷å íåðàâåíñ-

òâîòî

(9)

ρ(F (x, y), F (u, v)) ≤ α(ρ(x, u) + ρ(y, v))

+β(ρ(x, F (x, y) + ρ(u, F (u, v))

+γ(ρ(x, F (u, v)) + ρ(u, F (x, y)).

å â ñèëà çà âñåêè x ⪰ u è y ⪯ v. Àêî ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà íàðåäåíà äâîéêà

(x, y), òàêà ÷å x ⪯ F (x, y) è y ⪰ F (y, x), òî ñúùåñòâóâà äâîéêà íåïîäâèæíè

òî÷êè (x, y) íà F .
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Ãëàâà II

Àêî â äîïúëíåíèå âñÿêà äâîéêà åëåìåíòè îò X×X èìà ãîðíî èëè äîëíà

ãðàíèöà, òî äâîéêàòà íåïîäâèæíè òî÷êè å åäèíñòâåíà.

Òðîéêè íåïîäâèæíè òî÷êè çà èçîáðàæåíèÿ ñúñ ñìåñåíîòî ìîíîòîí-

íî ñâîéñòâî

Ðåçóëòàòèòå â òîçè ïàðàãðàô å îñíîâàí íà ðåçóëòàòèòå îò [3].

Íåêà (X,≼) å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ìíîæåñòâî. Ñëåäâàéêè [11], âèíàãè êî-

ãàòî ðàçãëåæäàìå äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X×X×X = X3 ùå áúäå ñíàáäåíî

ñúñ ñëåäíàòà ÷àñòè÷íà íàðåäáà (u, v, w) ⪯ (x, y, z), àêî u ≼ x, v ≽ y è w ≼ z

çà âñåêè (x, y, z), (u, v, w) ∈ X ×X ×X.

Íåêà (X, ρ) å ìåòåðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Ñëåäâàéêè [11], âèíàãè êîãàòî ðàç-

ãëåæäàìå äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X × X × X = X3 ùå áúäå ñíàáäåíî ñúñ

ñëåäíàòà ìåòðèêà

ρ1((x, y, z), (u, v, w)) = ρ(x, u) + ρ(y, v) + ρ(z, w),

çà (x, y, z), (u, v, w) ∈ X ×X ×X.

Îïðåäåëåíèå 28. Íåêà X å ìíîæåñòâî è F : X × X × X → X, G :

X × X × X → X è H : X × X × X → X. íàðåäåíàòà òðîéêà (F,G,H)

íàðè÷àìå íàðåäåíà òðîéêà îò èçîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 29. Íåêà X å ìíîæåñòâî è (F,G,H) å íàðåäåíà òðîé-

êà îò èçîáðàæåíèÿ. Åëåìåíòúò (x, y, z) ∈ X × X × X íàðè÷àìå òðîéêà

íåïîäâèæíè òî÷êè, àêî ξ = F (ξ, η, ζ), η = G(ξ, η, ζ), ζ = H(ξ, η, ζ).

Àêî G(x, y, z) = F (y, x, y) è H(x, y, z) = F (z, y, x) ïîëó÷àâàìå ïîíÿòèåòî

çà òðîéêà íåïîäâèæíè òî÷êè âúâåäåíî â [11].

Îïðåäåëåíèå 30. Íåêà (X,≼) å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ìíîæåñòâî è (F1, F2, F3)

å íàðåäåíà òðîéêà îò èçîáðàæåíèÿ. Êàçâàìå, ÷å (F1, F2, F3) óäîâëåòâîðÿâà

ñìåñåíîòî ìîíîòîííî ñâîéñòâî, àêî çà âñåêè x, x1, x2, y, y1, y2, z, z1, z2 ∈ X

ñà â ñèëà

Fi(x1, y, z) ≼ Fi(x2, y, z), çà âñåêè i = 1, 2, 3, àêî x1 ≼ x2
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Íÿêîè ñïîìàãàòåëíè ðåçóëòàòà

Fi(x, y1, z) ≽ Fi(x, y2, z), çà âñåêè i = 1, 2, 3, àêî y1 ≼ y2

and

Fi(x, y, z1) ≼ Fi(x, y, z2), çà âñåêè i = 1, 2, 3, àêî z1 ≼ z2.

Àêî G(x, y, z) = F (y, x, y) è H(x, y, z) = F (z, y, x) ïîëó÷àâàìå ïîíÿòèåòî

çà òðîéêà íåïîäâèæíè òî÷êè âúâåäåíî â [11].

Òåîðåìà 15. Íåêà (X, ρ,≼) å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñò-

ðàíñòâî è (F,G,H) å íàðåäåíà òðîéêà îò íåïðåêúñíàòè èçîáðàæåíèÿ.

Ïîëàãàìå x = (x(1), x(2), x(3)) ∈ X ×X ×X è ðàçãëåæäàìå ïîäìíîæåñ-

òâîòî Y 3 ⊂ X3 äåôèíèðàíî ÷ðåçà

Y 3 = {(x(1), x(2), x(3)) ∈ X3 : x(1) ≼ F (x), x(2) ≽ G(x) and x(3) ≼ H(x)} ≠ ∅.

Íåêà T : X → R∪{+∞} å ñîáñòâåíà, ï.í.ä., îãðàíè÷åíî îòäîëó ôóíêöèÿ.
Íåêà çà âñÿêî ε > 0 ïðîèçâîëíî èçáðàíî è ôèêñèðàíî ñúùåñòâóâà u0 ∈ Y 3,

òàêà ÷å å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî T (u0) ≤ inf
v∈Y 3

T (v) + ϵ.

Òîãàâà ñúùåñòâóâà íàðåäåíà òðîéêà x ∈ Y 3, òàêà ÷å T (x) ≤ T (u0),

ρ1(x, u0) ≤ 1 è çà âñÿêà w ∈ Y 3, ðàçëè÷íî îò x ∈ Y 3 å èçïúëíåíî íåðàâåíñò-

âîòî

T (w) > T (x)− ϵρ1(w, x).

Íÿêîè ñïîìàãàòåëíè ðåçóëòàòà

Proposition 3. Íåêà (X,≼) å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ìíîæåñòâî è (F,G,H)

å íàðåäåíà òðîéêà îò èçîáðàæåíèÿ ñúñ ñìåñåíîòî ìîíîòîííî ñâîéñòîâ. Íå-

êà (x, y, z) ∈ X ×X ×X óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâàòà x ≼ F (x, y, z), y ≽
G(x, y, z), z ≼ H(x, y, z) è íåêà ïîëîæèì u = F (x, y, z), v = G(x, y, z), w =

H(x, y, z). Òîòàâà ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà u ≼ F (u, v, w), v ≽ G(u, v, w) è

w ≽ H(u, v, u) è u ≽ x, v ≼ y è w ≽ z.

Proposition 4. Íåêà (X,≼) å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ìíîæåñòâî è (F,G,H)

å íàðåäåíà òðîéêà îò èçîáðàæåíèÿ ñúñ ñìåñåíîòî ìîíîòîííî ñâîéñòâî.

Íåêà (x, y, z) ∈ X3 å òðîêà íåïîäâèæíè òî÷êè è (ξ0, η0, ν0) å ñðàâíèìà ñ

(x, y, z). Òîãàâà (ξn, ηn, νn) ñà ñðàâíèìè ñ (x, y, z).
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Ãëàâà III

Ïðèëîæåíèå íà Òåîðåìà 15

Òåîðåìà 16. Íåêà (X, ρ,≼) å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ïúëíî ìåòðè÷íî ðîñ-

òðàíñòâî è (F1, F2, F3) å íàðåäåíà òðîéêà îò íåïðåêúñíàòè èçîáðàæåíèÿ

ñúñ ñìåñåíîòî ìîíîòîííî ñâîéñòâî. Íåêà ñúùåñòâóâà α ∈ [0, 1), òàêà ÷å

íåðàâåíñòâîòî

3∑
k=1

ρ(Fk(x, y, z), Fk(u, v, w)) ≤ α(ρ(x, u) + ρ(y, v) + ρ(z, w))

å âàëèäíî çà âñåêè x ≽ u, y ≼ v è z ≽ w. Àêî ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà íàðåäåíà

òðîéêà (x, y, z), òàêà ÷å x ≼ Fi(x, y, z), y ≽ F2(x, y, z) è z ≼ F3(x, y, z), òî

ñúùåñòâóâà òðîéêà íåïîäâèæíè òî÷êè (x, y, z) çà (F1, F2, F3).

Àêî â äîïúëíåíèå âñÿêà äâîéêà åëåìåíòè îò X3 èìà äîëíà èëè ãîðíà

ãðàíèöà, òî òðîéêàòà íåïîäâèæíè òî÷êè å åäèíñòâåíà.

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà, êîÿòî å ñëåäñòâèå íà Òåîðåìà 16, ïîêðèâà øèðîê

êëàñ îò èçñëåäâàíèòå â [11] èçîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà 17. ([11]) Íåêà (X, ρ,≼) å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî, ïúëíî ìåò-

ðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è F å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå ñúñ ñìåñåíîòî ìî-

íîòîííî ñâîéñòâî. Íåêà ñúùåñòâóâàò α, β, γ ∈ [0, 1), óäîâëåòâîðÿâàùè s =

α + 2β + γ < 1, òàêà ÷å íåðàâåíñòâîòî ρ(F (x, y, z), F (u, v, w)) ≤ αρ(x, u) +

βρ(y, v)+γρ(z, w) å èçïúëíåíî çà âñåêè x ≽ u, y ≼ v è z ≽ w. Àêî ñúùåñòâó-

âà ïîíå åäíà íàðåäåíà òðîéêà (x, y, z), òàêà ÷å x ≼ F (x, y, z), y ≽ F (y, x, y)

è z ≼ F (z, y, x), òî ñúùåñòâóâà òðîéêà íåïîäâèæíè òî÷êè (x, y, z) çà F ,

ò.å. x = F (x, y, z), y = F (y, x, y) è z = F (z, y, x).

Àêî â äîïúëíåíèå âñÿêà äâîéêà åëåìåíòè îò X ×X ×X èìà äîëíà èëè

ãîðíà ãðàíèöà, òî òðîéêàòà íåïîäâèæíè òî÷êè å åäèíñòâåíà.

Ãëàâà III

Ïðèëîæåíèå â ïàçàðíî ðàâíîâåñèå çà îëèãîïîëíè ïàçàðè

Èñêàìå äà âúâåäåì îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ è ðåçóëòàòè â îáëàñòòà íà òåîðèÿ

íà ðàâíîâåñèåòî â îëèãîïîëíè ïàçàðè.
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Ïðèëîæåíèå â ïàçàðíî ðàâíîâåñèå çà îëèãîïîëíè ïàçàðè

Íåêà çàïî÷íåì ñ îëèãîïîëåí ìîäåë, êúäåòî n ôèðìè ñå êîíêóðèðàò çà

åäíè è ñúùè ïîòðåáèòåëè âúðõó åäíà ñòîêà è ñå ñòðåìÿò äà óäîâëåòâîðÿò

òúðñåíåòî ïðè îáùî ïðîèçâîäñòâî îò Z =
∑n

k=1 xk, êúäåòî xk å ïðîèçâîäñòâîòî

íà k-ÿò ó÷àñòíèê [24, 35]. Ïàçàðíàòà öåíà ñå îïðåäåëÿ îò P (Z) = P (
∑n

k=1 xk),

êîÿòî å îáðàòíàòà íà ôóíêöèÿòà íà òúðñåíåòî. Ïðîèçâîäèòåëèòå íà ïàçàðà

èìàò ñúîòâåòíî ôóíêöèè íà ðàçõîäèòå ck(x), k = 1, 2, . . . , n.

ôóíêöèÿòà íà ïå÷àëáà çà k-òè ïðîèçâîäèòåë å

Πk(x1, x2, . . . , xn) = xkP

(
n∑

k=1

xk

)
− ck(xk)

çà k = 1, 2, . . . , n.

Ïðèåìàìå, ÷å ôèðìèòå äåéñòâàò ðàöèîíàëíî, ò.å. öåëòà íà âñÿêà îò êîì-

ïàíèèòå å äà ìàêñèìèçèð ïå÷àëáàòà ñè, ïðèåìàéêè, ÷å îñòàíàëèòå ó÷àñòíèöè

íå ïðîìåíÿò ñâîèòå íèâà íà ïðîçâèäñòâî. Òàêà ïîëó÷àâàìå

(10)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

max {Π1(x1, x2, . . . , xn) : x1, ïðèåìàéêè, ÷å xj, j ̸= 1 ñà ôèêñèðàíè}
max {Π2(x1, x2, . . . , xn) : x2, ïðèåìàéêè, ÷å xj, j ̸= 2 ñà ôèêñèðàíè}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

max {Πk(x1, x2, . . . , xn) : xk, ïðèåìàéêè, ÷å xj, j ̸= k ñà ôèêñèðàíè}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

max {Πn(x1, x2, . . . , xn) : xn, ïðèåìàéêè, ÷å xj, j ̸= n ñà ôèêñèðàíè}

Àêî ôóíêöèèòå P è ck, k = 1, 2, . . . n ñà äèôåðåíöèðóåìè ïîëó÷àâàìå

óðàâíåíèÿòà

(11)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂Π1(x1,x2,...,xn)
∂x1

= P (Z) + x1P
′(Z)− c′1(x1) = 0

∂Π2(x1,x2,...,xn)
∂x2

= P (Z) + x2P
′(Z)− c′2(x2) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂Πi(x1,x2,...,xn)

∂xi
= P (Z) + xiP

′(Z)− c′i(xi) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂Πn(x1,x2,...,xn)

∂xn
= P (Z) + xnP

′(Z)− c′n(xn) = 0,

êúäåòî Z =
∑n

k=1 xk.

26



Ãëàâà III

Ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà çà ìàêñèìèçèðàíå íà ôóíêöèèòå íà ïå÷àëáà Πk for

k = 1, 2, . . . n ñà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä (11). Äîñòà-

òú÷íî óñëîâèå, ðåøåíèå íà (11) äà ïðåäñòàâëÿâà ðàâíîâåñíî ïðîèçâîäñòâî â

ðàçãëåæäàíèÿ ìîäåë [24, 35], ò.å. ðåøåíèå íà ìàêñèìèçèðàíå íà ïå÷àëáàòà Πk

çà k = 1, 2, . . . n, òî òðÿáâà äà ñå ïðîâåðÿò íÿêîè äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ. Òîâà

ñà èëè ôóíêöèèòå íà ïå÷àëáà Πk çà k = 1, 2, . . . n äà áúäàò âäëúáíàòè èëè

ðåøåíèÿòà (ξ1, ξ2, . . . , ξn) äà óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà îò âòîðè ðåä∣∣∣∣∣∣
∂2Πk(x1, x2, . . . , xn)

∂x2k
(ξ1, ξ2, . . . , ξn) < 0

k = 1, 2, . . . n.

Àêî ñå ïðèäúðæàìå êúì äóîïîëåí ïàçàð, ò.å. ïàçàð ñ äâàìà ïðîèçâî-

äèòåëè, ÷åñòî óðàâíåíèÿòà (11) ïðèòåæàâàò ðåøåíèÿ îò âèäà x1 = b1(x2)

è x2 = b2(x1), êîèòî ñå íàðè÷àò ôóíêöèè íà ðåàêöèÿ ([24]). Ñúùèòå ôóíê-

öèè íà ðåàêöèÿ ñå ïîÿâÿâàò è â ñëó÷àé íà òðèìàòà ó÷àñòíèêà íà ïàçàðà, ò.å.

x1 = b1(x2, x3), x2 = b2(x1, x3) è x3 = b3(x1, x2) [24, 35].

Âúçìîæíî å äà ñå îêàæå òðóäíî èëè íåâúçìîæíî ðåøàâàíåòà íà (11);

òàêà ÷åñòî å òúðñè ïðèáëèæåíî ðåøåíèÿ. Äðóã íåäîñòàòúê ïðè òúðñåíåòî íà

ïðèáëèæåíî ðåøåíèå å, ÷å òî ìîæå äà íå å óñòîé÷èâî. Çà ùàñòèå å âúçìîæíî

âèíàãè äà ñå íàìåðè íåÿâíà ôîðìà íà ôóíêöèèòå íà ðåàêöèÿ â (11), ò.å.

xk =
∂Πk(x1, x2, . . . , xn)

∂xk
+ xk = Gk(x1, x2, . . . , xn)

çà k = 1, 2, . . . n. Ïî òîçè íà÷èí äîñòèãàìå äî îáîáùåíèåòî çà äâîéêà íå-

ïîäâèæíè òî÷êè x1 = G1(x1, x2) è x2 = G2(x1, x2) â ñëó÷àÿ íà äóîïîëåí

ïàçàð è òðîéêà íåïîäâèæíè òî÷êè x1 = G1(x1, x2, x3), x2 = G2(x1, x2, x3) è

x3 = G3(x1, x2, x3) ïðè ó÷àñòèåòî íà òðèìà èãðà÷à â ïàçàðà.

Ïðèëîæåíèå íà Òåîðåìà 12 çà ïàçàðíî ðàâíîâåñèå â äóîïîëíè ïà-

çàðè

Ñëåäâàùèÿò ïðèìåð å ïîäîáåí íà òîçè îò [17], ñ ðàçëèêàòà, ÷å íîðìàòà,

âìåñòî åâêëèäîâàòà ∥ · ∥ å ñóìèðàùàòà ∥ · ∥1.
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Íÿêîè ñòàòèñòè÷åñêè òåñòîâå ïðè ìîäåëèðàíå íà âðåìåííè ðåäîâå

Example 1. Äà ðàçãëåäàìå ïàçàð ñ äâå êîíêóðèðàùè ñå ôèðìè; âñÿêà

ôèðìà ïðîèçâåæäà äâå ñòîêè, è âñÿêà åäíà îò òÿõ å íàïúëíî çàìåíÿåìà ñ

òàçè íà êîíêóðåíòíàòà ôèðìà. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ïúðâàòà ôèðìà èìà

âúçìîæíîñòòà äà ïðîèçâåæäà çíà÷èòåëíî ïî-ìàëêè êîëè÷åñòâà îò òåçè à

âòîðàòà ôèðìà, ò.å. àêî x1, x2 ñà êîëè÷åñòâàòà ïðîèçâåäåíè îò ïúðâèÿ ïðî-

èçâîäèòåë, à y1, y2 ñà êîëè÷åñòâàòà íà âòîðèÿ ó÷àñòíèê êàòî x1, x2 ∈ [0, 1]

è y1, y2 ∈ [2, 3]. Íåêà A = [0, 1] × [0, 1] è B = [2, 3] × [2, 3] ñà ïîäìíîæåñòâà

â (R2, ∥ · ∥1), êîåòî å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Íåêà ôóíêöèèòå íà ðåàêöèÿ

F (x1, x2, y1, y2) è f(x1, x2, y1, y2) ñà äåôèíèðàíè ÷ðåç

F (x, y) =

®
3x1

8 + x2

8 − 3y1
16 − y2

16 + 1
x1

8 + 3x2

8 − y1
16 −

3y2
16 + 1

, f(x, y) =

®
−3x1

16 − x2

16 +
3y1
4 + y2

4 + 5
4

−x1

16 −
3x2

16 + y1
4 + 3y2

4 + 5
4

.

Íàðåäåíàòà äâîéêà (F, f) óäîâëåòâîðÿâà Òåîðåìà 12. Ñëåäîâàòåëíî ñú-

ùåñòâóâà ðàâíîâåñíî ïðîèçâîäñòâî (x, y) = ((x1, x2), (y1, y2)) è çà âñÿêî íà÷àë-

íî ñúñòîÿíèå â ïàçàðà, ðåäèöàòà îò ïîñëåäîâàòåëíè ïðîèçâîäñòâà (xn, yn) =

((xn1 , x
n
2), (y

n
1 , y

n
2 )) å ñõîäÿùà êúì ïàçàðíîòî ðàâíîâåñèå (x, y). Â òîçè èëþñò-

ðàòèâåí ïðèìåð ïîëó÷àâàìå, ÷å ðàâíîâåñíèòå ïðîèçâîäñòâà ñà ñúîòâåòíî x =

(1, 1), y = (2, 2) è îáùîòî ïðîèçâîäñòâî å a = (3, 3).

Ïðèìåðúò èëþñòðèðà, ÷å ãåîìåòðèÿòà íà ïðèëåæàùîòî ïðîñòðàíñòâî è

òàçè íà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî A × B, ðàçïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâîòî

íà ïîäìíîæåñòâàòà A å B å ñúùåñòâåíî çà åäèíñòâåíîñòòà íà ñúùåñòâóâàùîòî

ïàçàðíî ðàâíîâåñèå.

Íÿêîè ñòàòèñòè÷åñêè òåñòîâå ïðè ìîäåëèðàíå íà âðåìåííè ðåäîâå

Èçñëåäâàíåòî çà ñòàöèîíàðíîñò íà âðåìåííèòå ðåäîâå å åäíè îò íàé-

ñúùåñòâåíèòå ôàêòîðè çà òÿõíîòî ìîäåëèðàíå. Åäèí âðåìåíåí ðåä ñå îïðåäåëÿ

çà ñòàöèîíàðåí, àêî íåãîâèòå ñòàòèñòè÷åñêè ìåðêè, êàòî íàïðèìåð: ñðåäíî,

äèñïåðñèÿ, êîâàðèàöèÿ è ñòàíäàðòíî îòêëîíåíèå íå ñà ôóíêöèè íà âðåìå-

òî. Ñ äðóãè äóìè, ñòàöèîíàðíîñòòà â åäèí âðåìåíåí ðåä îçíà÷àâà ëèïñà íà

òðåíä èëè ñåçîííè êîìïîíåíòè. Äâà îò íàé-ïîïóëÿðíèòå ñòàòèñòè÷åñêè òåñòà

çà óñòàíîâÿâàíå äàëè äàäåí âðåìåíåí ðåä å ñòàöèîíàðåí èëè íå, ñà ðàçøèðå-

íèòå òåñòîâå íà Ôèëèïñ-Ïåðîí (Phillips-Perron (PP)) è Äèêè-Ôóëúð (Dickey-

Fuller (ADF))[16]. Òåñòúò ADF ïðîâåðÿâà íóëåâàòà õèïîòåçà çà åäèíè÷åí êîðåí
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Chapter IV

α1 = 1 â

Yt = α1Yt−1 + ϵt

èëè, åêâèâàëåíòíî, íóëåâàòà õèïîòåçà çà γ = 0 â

∆Yt = γYt−1 + ϵt,

êúäåòî Yt îçíà÷àâà èçìåíåíèåòî íà ñòîéíîñòòà â ìîìåíò t,

∆Yt = Yt − Yt−1,

ϵt � ñëó÷àåí øóì â ìîìåíò t. Òåñòîâåòå, âêëþ÷âàùè ëàãèðàíè ïðîìåíëèâè, ñå

íàðè÷àò ðàçøèðåíè òåñòîâå íà Äèêè-Ôóëúð è ñå èçïîëçâàò ñúùî çà òåñòâàíå

íà íóëåâàòà õèïîòåçà γ = 0. Íóëåâàòà õèïîòåçà H0 îçíà÷àâà, ÷å äèíàìè÷íèÿò

ðåä å íåñòàöèîíàðåí è ïîêàçâà íàëè÷èåòî íà òåíäåíöèÿ. Àëòåðíàòèâíàòà õè-

ïîòåçà H1 îçíà÷àâà íàëè÷èå íà ñòàöèîíàðíîñò. Êàçàíî ïî äðóã íà÷èí, ìàëêà

p-ñòîéíîñò íà òåñòà ïîêàçâà, ÷å íå ñúùåñòâóâà åäèíè÷åí êîðåí.

Ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè

Ìåòîäúò íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè (ÌÍÌÊ) å åäèí îò íàé-ðàçïðîñòðàíåíèòå

ìåòîäè â ñòàòèñòèêàòà è çàåìà ñïåöèàëíî ìÿñòî â ðàçâèòèåòî íà íàóêàòà.

ÌÍÌÊ å ñúçäàäåí îò Êàðë Ôðèäðèõ Ãàóñ (1795 ã.), íî çà ïðúâ ïúò å ïóá-

ëèêóâàí îò Àäðèåí Ìàðè Ëåæàíäúð (1805 ã.) [31]. Åäíî îò íàé-øèðîêèòå

ïðèëîæåíèÿ íà ìåòîäà å ïðè ìîäåëèðàíå íà ëèíåéíè çàâèñèìîñòè, êúäåòî

åôèêàñíîñòòà ìó å íàé-î÷åâèäíà.

Ïðè ïðåäïîëîæåíèå çà ëèíåéíà çàâèñèìîñò íà y îò x1, x2, . . . , xk, èìàìå:

(12) y = β0 + β1x1 + β2x2 + . . .+ βkxk + ϵ,

êúäåòî êîåôèöèåíòèòå β0, β1, β2, . . . , βk ñà òåçè, êîèòî òúðñèì.

Çà n íàáëþäåíèÿ íà çàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà y è íåçàâèñèìèòå ïðîìåíëè-

âè xi, i = 1, . . . , k ïðåäñòàâÿìå (12) â ñëåäíèÿ ìàòðè÷åí âèä:Y = Xβ+ϵ, êúäå-

òî Y = (y1, y2, . . . , yn)
T å n×1 âåêòîð íà íàáëþäàâàíèòå ñòîéíîñòè,X å èçâåñò-

íàòà ìàòðèöà îò òèï n×(k+1) ñ ïúðâà êîëîíà îò åäèíèöè, β = (β0, β1, . . . , βk)
T

å âåêòîð íà íåèçâåñòíèòå ïàðàìåòðè îò òèï (k + 1) × 1 è ϵ = (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn)
T
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å âåêòîð-ãðåøêà îò òèï n × 1. Íàìèðàíåòî íà ïàðàìåòðèòå β òàêà ÷å ñóìà-

òà îò êâàäðàòèòå íà ãðåøêèòå äà å ìèíèìàëíà å îñíîâíàòà öåë íà ìåòîäà íà

íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè[13], ò.å.

(Y −Xβ)T (Y −Xβ) → min .

Ñòàòèñòè÷åñêè ìåðêè çà îöåíêà íà ìîäåëèòå

Íèå èçïîëçâàìå äâà îñíîâíè ñòàòèñòè÷åñêè ïîêàçàòåëÿ, çà äà îöåíèì

åôåêòèâíîñòòà íà èçãðàäåíèòå ìîäåëè: ñðåäíàòà àáñîëþòíà ïðîöåíòíà ãðåøêà

MAPE =
1

N

n∑
t=1

∣∣∣∣Pt − Yt
Yt

∣∣∣∣
è êîåôèöèåíòà íà äåòåðìèíàöèÿ

R2 = 1−
∑n

t=1(Pt − Yt)
2∑n

t=1(Yt − Y )2
,

êúäåòî n å îáåìà íà èçâàäêàòà, Yt ñà ñòîéíîñòèòå íà çàâèñèìàòà ïðîìåíëè-

âà, Pt ñà ïðåäñêàçàíèòå îò ìîäåëà ñòîéíîñòè, à ñðåäíîòî íà Yt å îçíà÷åíî ñ

Y . Íàøàòà öåë å äà êîíñòðóèðàìå ìîäåëè ñ ñ âúçìîæíî íàé-íèñêî MAPE è

ìàêñèìàëíà ñòîéíîñò íà R2.

Ïðèëîæåíèå íà Òåîðåìà 16 â èçñëåäâàíåòî íà ïàçàðíî ðàâíîâåñèå

â ïàçàðè äîìèíèðàíè îò òðèìà ó÷àñòíèêà

Ùå èçïîëçâàìå ëåñíà çà ïðîâåðêà è ïðèëàãàíå âåðñèÿ íà Òåîðåìà 16.

Corollary 1. ([3]) Íåêà ðàçãëåäàìå îëèãîïîëåí ïàçàð ñ òðè ïðîèçâîäè-

òåëÿ, óäîâëåòâîðÿâàù:

1. âñè÷êèòå ó÷àñòíèöè ïðîèçâåæäàò íàïúëíî çàìåíÿåìà åäíà ñòîêà

2. ó÷àñòíèêúò i ïðîèçâåæäà êîëè÷åñòâà îò ìíîæåñòâîòî Xi, i = 1, 2, 3,

êúäåòî Xi ñà çàòâîðåíè, íåïðàçíè ïîäìíîæåñòâà â ïúëíîòî ìåòðè÷íî

ïðîñòðàíñòâî (R, | · |)
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3. íàðåäåíàòà òðîéêà (F1(x, y, z), F2(x, y, z), F3(x, y, z)),

Fi : X1 ×X2 ×X3 → Xi, i = 1, 2, 3

å ïîëóöèêëè÷íî èçîáðàæåíèå, êîåòî ïðåäñòàâëÿâà ôóíêöèèòå íà ðå-

àêöèÿ çà èãðà÷è, ñúîòâåòíî åäíî, äâå è òðè

4. (F1, F2, F3) íàðåäåíàòà òðîéêà óäîâëåòâîðÿâà ñìåñåíîòî ìîíîòîííî

ñâîéñòâî è èçîáðàæåíèÿòà ñà íåïðåêúñíàòè

5. ñúùåñòâóâà 0 < α < 1, òê ÷è íåðàâåíñòâîòî

(13)
3∑

i=1

|Fi(x, y, z)− Fi(u, v, w)| ≤ α(|x− u|+ |y − v|+ |z − w|)

å èçïúëíåíî çà âñåêè x ≽ u, y ≼ v è z ≽ w

6. ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà íàðåäåíà òðîéêà (x, y, z), òàêà ÷å x ≼ Fi(x, y, z),

y ≽ F2(x, y, z) è z ≼ F3(x, y, z).

Òîãàâà ñúùåñòâóâà íàðåäåíà òðîéêà (x, y, z), êîÿòî å ïàçàðíî ðàâíîâå-

ñèå, ò.å. òðîéêà íåïîäâèæíè òî÷êè çà (F1, F2, F3).

Àêî â äîïúëíåíèå âñåêè äâà åëåìåíòà îò X3 èìàò äîëíà èëè ãîðíà ãðà-

íèöà, òî ïàçàðíîòî ðàâíîâåñèå å åäèíñòâåíî.

Ùå ðàçãëåäàìå ðåàëíè äàííè îò îëèãîïîëíè ïàçàðè, äîìèíèðàíè îò òðè-

ìà ó÷àñòíèêà. Ùå ñå îïèòàìå äà ìîäåëèðàìå ôóíêöèèòå íà ðåàêöèÿ çà òåçè

èãðà÷è, èçïîëçâàéêè íàðåäåíè òðîéêè îò ôóíêöèè íà ðåàêöèÿ (F1, F2, F3),

óäîâëåòâîðÿâàùè ñìåñåíîòî ìîíîòîííî ñâîéñòâî. Òðñèì (F1, F2, F3) îò ëèíåé-

íè ôóíêöèè íà ðåàêöèÿ Fk(x1, x2, x3) =
∑3

j=1 akjxj + dk, óäîâëåòâîðÿâàù

max

{
3∑

k=1

|akj| : j = 1, 2, 3

}
< 1.

Ùå èçñëåäâàìå êëàñîâåòå îò ôóíêöèè íà ðåàêöèÿ (F1, F2, F3) ñúñ ñìåñå-

íîòî ìîíîòîííî ñâîéñòâî. Âúâåæäàìå îçíà÷åíèåòî

Mi = {(F1, F2, F3) : akj ≤ 0, aij ≥ 0 for i ∈ {1, 2, 3}\{k}, j = 1, 2, 3}.
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Íåêà îòáåëåæèì, ÷å íÿìà îãðàíè÷åíèå, êîé îò ïðîèçâîäèòåëèòå ùå áúäå

ïîñòàâåí êàòî ïúðâà, âòîðà èëè òðåòà ïðîìåíëèâà â Fi. Åòî çàùî ùå ðàç-

ãëåäàìå òðèòå ðàçëè÷íè ñëó÷àÿ, ñïîìåíàòè ïî-ãîðå ñúñ ñìåñåíîòî ìîíîòîííî

ñâîéñòâî è ñâèâàùîòî óñëîâèå â Ñëåäñòâèå 1 ñúùî ùå èçèñêâàìå äà áúäå èç-

ïúëíåíî.

Èçñëåäâàíå íà ïàçàðà íà áèðà â Áúëãàðèÿ

Çà ïúëíîòà ùå öèòèðàìå íàïðàâåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè àíàëèç âúðõó íà÷àë-

íàòà áàçà îò äàííè [28].

Ðàçïîëàãàìå ñ ìåñå÷íè äàííè çà ïðîäàæáèòå íà áèðà (â 1000 õåêòî ëèòðè)

çà ïåò ãîëåìè ïðîèçâîäèòåëÿ, êîèòî ïîêðèâàò öåëèÿ áèðåí ïàçàð â Áúëãàðèÿ.

Îò êîëè÷åñòâàòà ïðîäàæáè ñìå ïîëó÷èëè ïðîöåíòíèòå äÿëîâå íà âñÿêà îò

ïåòòå êîìïàíèè. Â àíàëèçà ó÷àñòâàò òðèòå íàé-ãîëåìè ïðîèçâîäèòåëÿ.

Ìåñå÷íèòå äàííè â ïðîöåíòè çà âñÿêà îò êîìïàíèèòå (Com1, Com2, Com3)

ñúäúðæàò îáùî N = 48 çàïèñà îò ßíóàðè 2017 äî Äåêåìâðè 2020. Çà ðàç-

ãëåæäàíèÿ ïåðèîä òðèòå êîìïàíèè ïîêðèâàò ñðåäíî îêîëî 88.73% îò áèðåíèÿ

ïàçàð.

Òàáëèöà 1 ïðåäñòàâÿ îïèñàòåëíàòà ñòàòèñòèêà íà îáåìà íà ïðîäàæáèòå

çà âñÿêà îò òðèòå êîìïàíèè. Áëèçêèòå ñòîéíîñòè íà ìåäèàíèòå è èçâàäêî-

âèòå ñðåäíè, êàêòî è áëèçêèòå äî íóëà ñòîéíîñòè íà àñèìåòðèÿòà è åêñöåñà

ïîêàçâàò ðàçïðåäåëåíèå, áëèçêî äî íîðìàëíîòî è çà òðèòå ïðîìåíëèâè. Òîâà

ñå ïîòâúðæäàâà îò òåñòîâåòå íà Êîëìîãîðîâ-Ñìèðíîâ è Øàïèðî-Óèëê, êîèòî

ñà íåçíà÷èìè ñ p-ñòîéíîñò > 0, 05. Îò òàáëèöà 1 ñå âèæäà ñúùî, ÷å òðåòàòà

ôèðìà Com3 èìà íàé-ãîëÿì ñðåäåí ïðîöåíòåí äÿë íà ïðîäàæáèòå.
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Ôèãóðà 1. Ïðîöåíòíè äÿëîâè ó÷àñòèÿ íà Com1 (÷åðâåí), Com2 (çåëåí) è Com3 (ñèí).

Ôèãóðà 1 ïîêàçâà ãðàôèêàòà íà ïðîöåíòíîòî ó÷àñòèå íà òðèòå êîìïàíèè.

Îò ôèãóðàòà ñå âèæäà, ÷å âîäåùàòà êîìïàíèÿ èìà ðàñòÿù òðåíä, äîêàòî çà

äðóãèòå äâå êîìïàíèè ìîæå äà ñå êîíñòàòèðà ëåêî íàìàëÿâàù òàêúâ.

Òàáëèöà 1. Îïèñàòåëíà ñòàòèñòèêà íà èçïîëçâàíèòå ïðîìåíëèâè.

Ïðîìåíëèâà Ñðåäíî Ìåäèàíà Ñò. îòêë. Äèñïåðñèÿ

Com1,% 27.593 27.46 2.26 5.09
Com2,% 25.202 24.95 1.83 3.36
Com3,% 35.931 35.83 4.18 17.47

Ïðîìåíëèâà Àñèìåòðèÿ Ñò.ãð.àñèì. Åêñöåñ Ñò.ãð.åêñöåñ

Com1,% -0.152 0.343 -0.766 0.674
Com2,% 0.632 0.343 0.102 0.674
Com3,% -0.064 0.343 -0.369 0.674

Ðåçóëòàòèòå îò òåñòîâåòå çà ñòàöèîíàðíîñò ñà ïîêàçàíè â Òàáëèöà 2. Òúé

êàòî âñè÷êè p-ñòîéíîñòè çà íà÷àëíèòå ïðîìåíëèâè ñà íåçíà÷èòåëíè, íóëåâà-

òà õèïîòåçà H0 íå ìîæå äà áúäå îòõâúðëåíà. Â ðåçóëòàò íà òîâà ñëåäâà, ÷å

âðåìåííèòå ðåäîâå ïîêàçâàò òåíäåíöèÿ îò ïîíå ïúðâè ðåä è ñà íåñòàöèîíàðíè.
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Òàáëèöà 2. Ðåçóëòàòè îò òåñòîâå çà ñòàöèîíàðíîñò íà íà÷àëíèÿ âðåìåíåí ðåä.

Òåñò Com1 Com2 Com3

Äèêè-Ôóëúð F òåñò
Ñòàòèñòèêà -0.237856 -0.258687 0.167359
p-ñòîéíîñò 0.624571 0.619816 0.723573

Ôèëèïñ-Ïåðîí F òåñò
Ñòàòèñòèêà -0.225644 -0.162057 0.183871
p-ñòîéíîñò 0.627348 0.641746 0.727902

Çà ðàçëèêèòå DCom1, DCom2 è DCom3 ïðåñìåòíàòè ñ:

(14) DYt = Yt − Yt−1,

Òàáëèöà 3 ïîêàçâà ñúîòâåòíèòå òåñòîâåòå è p-ñòîéíîñòè. Òúé êàòî âñè÷êè p-

ñòîéíîñòè â òàçè òàáëèöà ñà ïî ñúùåñòâî íóëà, ñëåäâà, ÷å äèôåðåíöèðàíèòå

ðåäîâå îò ïúðâè ðåä ñà ñòàöèîíàðíè. Îò Òàáëèöà 2 è Òàáëèöà 3 ñëåäâà, ÷å å

íàëè÷íà òåíäåíöèÿ îò ïúðâè ðåä è çà òðèòå ðàçãëåæäàíè ïðîìåíëèâè. Òîâà íà

ïðàêòèêà ïîêàçâà, ÷å ñòîéíîñòèòå íà äèíàìè÷íèÿ ðåä çà âñåêè ìåñåö çàâèñÿò

îò ñòîéíîñòèòå â ïðåäõîäíèÿ òàêúâ.

Òàáëèöà 3. Ðåçóëòàòè îò òåñòîâå çà ñòàöèîíàðíîñò íà äèôåðåíöèðàíèòå âðåìåííè ðåäîâå.

Òåñò DCom1 DCom2 DCom3

Äèêè-Ôóëúð F òåñò
ñòàòèñòèêà -56.0131 -70.4378 -55.6533
p-ñòîéíîñò 4.824.10−8 5.807.10−9 5.120.10−9

Ôèëèïñ-Ïåðîí F òåñò
ñòàòèñòèêà -57.4133 -65.5202 -55.599
p-ñòîéíîñò 3.840.10−8 1.133.10−8 5.166.10−8

Íàëè÷èåòî íà òåíäåíöèÿ îò ïúðâè ðåä ïîêàçâà, ÷å ìîæåì äà òúðñèì çà-

âèñèìîñò, êîÿòî îïèñâà òåêóùîòî ñúñòîÿíèå íà âñåêè ïðîèçâîäèòåë ñïðÿìî

ñúñòîÿíèåòî ïðåäè åäèí ìåñåö. Ïîðàäè òàçè ïðè÷èíà íèå ôîðìèðàìå òðè íî-

âè ëàãèðàíè ïðîìåíëèâè ñ åäèí ëàã íàçàä, à èìåííî LagC1, LagC2 è LagC3,

âúç îñíîâà íà îñíîâíèòå ïðîìåíëèâè. È çà òðèòå ëàãèðàíè ïðîìåíëèâè òåñ-

òîâåòå íà Øàïèðî-Óèëê è Êîëìîãîðîâ-Ñìèðíîâ ñà íåçíà÷èìè (p-ñòîéíîñòè
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> 0, 05) è ñëåäîâàòåëíî ïðîìåíëèâèòå èìàò íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå. Òàáëèöà

4) ïîêàçâà êîðåëàöèîííàòà ìàòðèöà ñ êîðåëàöèîííèòå êîåôèöèåíòè íà Ïèð-

ñúí. Âñè÷êè êîåôèöèåíòè íà êîðåëàöèÿ ìåæäó ïðîìåíëèâèòå Com1, Com2 è

Com3 è òåõíèòå ñúîòâåòíè ëàãèðàíè ñà ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìè ïðè íèâî íà

çíà÷èìîñò α = 0, 05.

Òàáëèöà 4. Ìàòðèöà íà êîðåëàöèîíèòå êîåôèöèåíòè íà Ïèðñúí (ÊÊÐ) ìåæäó Ci = Comi

è ëàãèðàíèòå ïðîìåíëèâè LCi = LagComi, i = 1, 2, 3.

C1 C2 C3 LC1 LC2 LC3

C1

ÊÊÐ 1 0.256 -0.827 0.781 0.382 -0.768
p-ñòîéíîñò 0.079 0.000 0.000 0.008 0.000

C2

ÊÊÐ 1 -0.712 0.326 0.334 -0.474
p-ñòîéíîñò 0.000 0.025 0.022 0.000

C3

ÊÊÐ 1 -0.787 -0.488 0.876
p-ñòîéíîñò 0.000 0.000 0.000

LC1

ÊÊÐ 1 0.278 -0.831
p-ñòîéíîñò 0.058 0.000

LC2

ÊÊÐ 1 -0.722
p-ñòîéíîñò 0.000

Ìîäåëè ñ (F1, F2, F3) ∈M2

Òúðñèì íàðåäåíà òðîéêà îò ôóíêöèè (F1, F2, F3) ∈M2, ò.å.

(15)


F1(x, y, z) = a1x+ b1y + c1z + d1,

F2(x, y, z) = a2x+ b2y + c2z + d2,

F3(x, y, z) = a3x+ b3y + c3z + d3

òàêà ÷å ai, ci > 0 çà i = 1, 2, 3, max{
∑3

i=1 ai,
∑3

i=1 ci} < 1, bi < 0 çà i = 1, 2, 3,∑3
i=1 bi > −1.

Íåêà ñïîìåíåì, ÷å çà äà ìîæåì äà ïðèëîæèì Ñëåäñòâèå 1 å íåîáõîäèìî

äà ñå óäîâëåòâîðÿâàò è óñëîâèÿòà

x0 ≤ F1(x0, y0, z0), y0 ≥ F2(x0, y0, z0), z0 ≤ F3(x0, y0, z0),
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êúäåòî íàðåäåíàòà òðîéêà (x0, y0, z0) å ïúðâîíà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå â èçñëåäâà-

íèÿ ïàçàð.

Íåêà A1 = {xi}47i=0, A2 = {yi}47i=0 è A3 = {zi}47i=0 ñà íàëè÷íèòå ñòàòèñòè-

÷åñêè äàííè, ïðåñìåòíàòè â ïðîöåíòíî ïðèñúñòâèå íà ïàçàðà, ñúîòâåòíî çà

òðèòå ôèðìè. Íåêà Bi å îöåíêàòà ïîëó÷åíà çà ðåàêöèÿòà íà ïðîèçâîäèòåë i

, ñúãëàñíî íàëè÷íèòå äàííè ñúãëàñíî òúðñåíàòà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ Fi, ò.å.

Bi = {Fi(xi−1, yi−1, zi−1)}48i=1. Ðåøàâàìå ìèíèìèçàöèîííàòà çàäà÷à

min

{
3∑

i=1

47∑
j=0

(xj+1 − Fi(xj, yj, zj))
2

}

ïðè íàëîæåíè îãðàíè÷åíèÿ

a1 ∈ [0.1, 0.99], a2 ∈ [0, 1, 0.99− a1], a3 ∈ [0.1, 0.99− a1 − a2],

b1 ∈ [−0.99,−0.1], b2 ∈ [−0.99 + b1,−0.1], b3 ∈ [−0.99 + b1 + b2,−0.1],

c1 ∈ [0.1, 0.99], c2 ∈ [0.1, 0.99− c1], c3 ∈ [0.1, 0.99− c1 − c2],

x0 ≤ F1(x0, y0, z0), y0 ≥ F2(x0, y0, z0), z0 ≤ F3(x0, y0, z0).

Ïîëó÷àâàìå

(16)


F1(x, y, z) = 0.79x +0.01z +6.2,

F2(x, y, z) = 0.1x −0.1y +24.74,

F3(x, y, z) = 0.1x −0.1y +0.85z +5.37
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Ãëàâà III

(à) Com1, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðèáëèæåíèòå äàííè
ïðåñìåòíàòè ñ ôóíêöèÿòà íà ðå-
àêöèÿ xn = F1(xn−1, yn−1, zn−1) â
÷åðâåíî.

(á) Com2, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðèáëèæåíèòå äàííè
ïðåñìåòíàòè ñ ôóíêöèÿòà íà ðå-
àêöèÿ yn = F2(xn−1, yn−1, zn−1) â
÷åðâåíî.

(â) Com3, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðèáëèæåíèòå äàííè
ïðåñìåòíàòè ñ ôóíêöèÿòà íà ðå-
àêöèÿ zn = F3(xn−1, yn−1, zn−1) â
÷åðâåíî.

Ôèãóðà 2. Ðåàëíè äàííè â ñèíüî ñïðÿìî ïðèáëèæåíè ñ ïîìîùòà íà ôóíêöèèòå íà ðåàêöèÿ
ñ ÷åðâåíî.

Òàáëèöà 5 ïðåäñòàâÿ ñòàòèñòè÷åñêèòå ìåðêè íà ïîëó÷åíèòå ìîäåëè, êîåòî

ïîêàçâà, ÷å ïúðâèÿò è òðåòèÿò ìîäåë èìàò âèñîêè ñòàòèñòè÷åñêè ïîêàçàòåëè,

äîêàòî âòîðèÿò ìîäåë îáÿñíÿâà ñàìî 25% îò äàííèòå.

Òàáëèöà 5. Ñòàòèñòè÷åñêè ïîêàçàòåëè íà ïîëó÷åíèòå ìîäåëè.

Model Com1 Model Com2 Model Com3

R2 0.988 0.249 0.995
MAPE 0.0302 0.0566 0.0187

Ôèãóðà 3 ïðåäñòàâÿ àâòîêîðåëàöèîííèòå ôóíêöèè (ACF) íà îñòàòúöèòå

äî 16-òè ëàã. Êàêòî ñå âèæäà îò ôèãóðàòà, ïîâå÷åòî àâòîêîðåëàöèè ïîïàäàò

â ãðàíèöèòå íà äîâåðèòåëíèÿ èíòåðâàë, êîåòî ïîêàçâà, ÷å îñòàòúöèòå íà ìî-

äåëèòå ñå äúðæàò êàòî áÿë øóì.

Ôèãóðà 4 ïðåäñòàâÿ p-ñòîéíîñòèòå íà òåñòà íà Ëþíã-Áîêñ çà îñòàòúöèòå

íà êîíñòðóèðàíèòå ìîäåëè. Íà îñòà x ñà îçíà÷åíè ëàãîâåòå h. Íà îñòà y ñà íà-

íåñåíè p-ñòîéíîñòèòå íà òåñòà. ×åðâåíàòà õîðèçîíòàëíà ëèíèÿ ïîêàçâà íèâîòî

íà çíà÷èìîñò (0,05). Ëàãîâåòå, ïðè êîèòî p-ñòîéíîñòèòå íà òåñòà ñà ïîä òàçè

ëèíèÿ ïîêàçâàò íàëè÷èåòî íà àâòîêîðåëàöèÿ â îñòàòúöèòå. Â ïúðâèÿ ìîäåë

íÿìà àâòîêîðåëàöèè â îñòàòúöèòå äî 16-èÿ ëàã. Â òðåòèÿ ìîäåë ñå íàáëþäàâàò
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Ìîäåëè ñ (F1, F2, F3) ∈M1

íÿêîëêî àâòîêîðåëàöèè äî âòîðèÿ ëàã, äîêàòî âúâ âòîðèÿ ìîäåë àâòîêîðåëà-

öèèòå ïðèñúñòâàò äî 10-èÿ ëàã. Òîâà ïîêàçâà, ÷å ïúðâèÿò è òðåòèÿò ìîäåë

îïèñâàò àäåêâàòíî äàííèòå, äîêàòî âòîðèÿò - íå.

(à) Com1, ACF íà îñòàòúöèòå. (á) Com2, ACF íà îñòàòúöèòå. (â) Com3, ACF íà îñòàòúöèòå.

Ôèãóðà 3. ACF íà îñòàòúöèòå íà ìîäåëèòå.

2 4 6 8 10 12 14 16
h

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

p- value

(à) Com1, Òåñò íà Ëþíã-Áîêñ çà
îñòàòúöè.

2 4 6 8 10 12 14 16
h

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

p- value

(á) Com2, Òåñò íà Ëþíã-Áîêñ çà
îñòàòúöè.

2 4 6 8 10 12 14 16
h

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

p- value

(â) Com3, Òåñò íà Ëþíã-Áîêñ çà
îñòàòúöè.

Ôèãóðà 4. Òåñòîâå íà Ëþíã-Áîêñ çà îñòàòúöèòå íà ìîäåëèòå.

Ìîäåëè ñ (F1, F2, F3) ∈M1

Òúðñèì íàðåäåíà òðîéêà îò ôóíêöèè (F1, F2, F3) ∈M1, ò.å.

(17)


F1(x, y, z) = a1x+ b1y + c1z + d1,

F2(x, y, z) = a2x+ b2y + c2z + d2,

F3(x, y, z) = a3x+ b3y + c3z + d3,

òàêà ÷å bi, ci > 0 çà i = 1, 2, 3, max{
∑3

i=1 bi,
∑3

i=1 ci} < 1, ai < 0 çà i = 1, 2, 3,∑3
i=1 ai > −1.

Íåêà ñïîìåíåì, ÷å çà äà ìîæåì äà ïðèëîæèì Ñëåäñòâèå 1 å íåîáõîäèìî
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Ãëàâà III

äà ñå óäîâëåòâîðÿâàò è óñëîâèÿòà

x0 ≥ F1(x0, y0, z0), y0 ≤ F2(x0, y0, z0), z0 ≤ F3(x0, y0, z0),

êúäåòî íàðåäåíàòà òðîéêà (x0, y0, z0) å ïúðâîíà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå â ðàçãëåæ-

äàíèÿ ïàçàð.

Íåêà A1 = {xi}47i=0, A2 = {yi}47i=0 è A3 = {zi}47i=0 ñà íàëè÷íèòå ñòàòèñòè-

÷åñêè äàííè, ïðåñìåòíàòè â ïðîöåíòíî ïðèñúñòâèå íà ïàçàðà, ñúîòâåòíî çà

òðèòå ôèðìè. Íåêà Bi å îöåíêàòà ïîëó÷åíà çà ðåàêöèÿòà íà ïðîèçâîäèòåë i

, ñúãëàñíî íàëè÷íèòå äàííè ñúãëàñíî òúðñåíàòà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ Fi, ò.å.

Bi = {Fi(xi−1, yi−1, zi−1)}48i=1. Ðåøàâàìå ìèíèìèçàöèîííàòà çàäà÷à

min

{
3∑

i=1

47∑
j=0

(xj+1 − Fi(xj, yj, zj))
2

}

ïðè íàëîæåíè îãðàíè÷åíèÿ

b1 ∈ [0.1, 0.99], b2 ∈ [0, 1, 0.99− b1], b3 ∈ [0.1, 0.99− b1 − b2],

a1 ∈ [−0.99,−0.1], a2 ∈ [−0.99 + a1,−0.1], a3 ∈ [−0.99 + a1 + a2,−0.1],

c1 ∈ [0.1, 0.99], c2 ∈ [0.1, 0.99− c1], c3 ∈ [0.1, 0.99− c1 − c2],

x0 ≥ F1(x0, y0, z0), y0 ≤ F2(x0, y0, z0), z0 ≤ F3(x0, y0, z0).

Ïîëó÷àâàìå

(18)


F1(x, y, z) = −0.1x +0.1y +27.65,

F2(x, y, z) = −0.1x +0.79y +0.1z +6.75,

F3(x, y, z) = −0.28x +0.1y +0.74z +14.67

Ãðàôè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà ïîëó÷åíèòå ìîäåëè â ñðàâíåíèå ñ äåéñòâè-

òåëíèòå äàííè ìîæå äà ñå âèäè íà ôèãóðà 5. Ôèãóðàòà ïîêàçâà, ÷å òðåòèÿò è

äîíÿêúäå âòîðèÿò êîíñòðóèðàíè ìîäåëè îïèñâàò êîðåêòíî äàííèòå. Òîâà íå

ìîæå äà ñå êàæå çà ïúðâèÿ.
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Ìîäåëè ñ (F1, F2, F3) ∈M3

(à) Com1, ðåàëíè äàíè â ñèíüî
ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîùòà
íà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ xn =
F1(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðîöåíòíè
äÿëîâå â ÷åðâåíî.

(á) Com2, ðåàëíè äàíè â ñèíüî
ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîùòà
íà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ yn =
F2(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðîöåíòíè
äÿëîâå â ÷åðâåíî.

(â) Com3, ðåàëíè äàíè â ñèíüî
ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîùòà
íà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ zn =
F3(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðîöåíòíè
äÿëîâå â ÷åðâåíî.

Ôèãóðà 5. Ðåàëíèè äàííè â ñèíüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíèòå ñ ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ â ÷åðâåíî.

Â Òàáëèöà 6 ïðåäñòàâÿìå ñòàòèñòè÷åñêè îöåíêè íà ìîäåëèòå, êîèòî, ðàç-

áèðà ñå, ñúîòâåòñòâàò íà ãðàôè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå. Ïúðâèÿò ìîäåë îïèñâà ïî-

ìàëêî îò 50% îò âàðèàöèÿòà â äàííèòå, äîêàòî MAPE íà âòîðèÿ ìîäåë å ïî÷òè

10%.

Òàáëèöà 6. Ñòàòèñòè÷åñêè ïîêàçàòåëè íà ïîëó÷åíèòå ìîäåëè.

Ìîäåë Com1 Ìîäåë Com2 Ìîäåë Com3

R2 0.499 0.823 0.983
MAPE 0.0720 0.0954 0.0192

Âúïðåêè òîâà ïîëó÷àâàìå òî÷êàòà íà ïàçàðíî ðàâíîâåñèå

(19) x = 28.61342617, y = 38.25300698, z = 41.41574083.

Ìîäåëè ñ (F1, F2, F3) ∈M3

Òúðñèì íàðåäåíà òðîéêà îò ôóíêöèè (F1, F2, F3) ∈M1, ò.å.

(20)


F1(x, y, z) = a1x+ b1y + c1z + d1,

F2(x, y, z) = a2x+ b2y + c2z + d2,

F3(x, y, z) = a3x+ b3y + c3z + d3,
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Ãëàâà III

òàêà ÷å ai, bi > 0 çà i = 1, 2, 3, max{
∑3

i=1 ai,
∑3

i=1 bi} < 1, ci < 0 çà i = 1, 2, 3,∑3
i=1 ci > −1.

Íåêà ñïîìåíåì, ÷å çà äà ìîæåì äà ïðèëîæèì Ñëåäñòâèå 1 å íåîáõîäèìî

äà ñå óäîâëåòâîðÿâàò è óñëîâèÿòà

x0 ≤ F1(x0, y0, z0), y0 ≤ F2(x0, y0, z0), z0 ≥ F3(x0, y0, z0),

êúäåòî íàðåäåíàòà òðîéêà (x0, y0, z0) å íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå â èçñëåäâàíèÿ

ïàçàð.

Íåêà A1 = {xi}47i=0, A2 = {yi}47i=0 è A3 = {zi}47i=0 ñà íàëè÷íèòå ñòàòèñòè-

÷åñêè äàííè, ïðåñìåòíàòè â ïðîöåíòíî ïðèñúñòâèå íà ïàçàðà, ñúîòâåòíî çà

òðèòå ôèðìè. Íåêà Bi å îöåíêàòà ïîëó÷åíà çà ðåàêöèÿòà íà ïðîèçâîäèòåë i

, ñúãëàñíî íàëè÷íèòå äàííè ñúãëàñíî òúðñåíàòà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ Fi, ò.å.

Bi = {Fi(xi−1, yi−1, zi−1)}48i=1. Ðåøàâàìå ìèíèìèçàöèîííàòà çàäà÷à

min

{
3∑

i=1

47∑
j=0

(xj+1 − Fi(xj, yj, zj))
2

}

a1 ∈ [0.1, 0.99], a2 ∈ [0, 1, 0.99− a1], a3 ∈ [0.1, 0.99− a1 − a2],

c1 ∈ [−0.99,−0.1], c2 ∈ [−0.99 + c1,−0.1], c3 ∈ [−0.99 + c1 + c2,−0.1],

b1 ∈ [0.1, 0.99], b2 ∈ [0.1, 0.99− b1], b3 ∈ [0.1, 0.99− b1 − b2],

x0 ≤ F1(x0, y0, z0), y0 ≤ F2(x0, y0, z0), z0 ≥ F3(x0, y0, z0).

Ïîëó÷àâàìå

(21)


F1(x, y, z) = 0.5x +0.1y −0.14z +16.22,

F2(x, y, z) = 0.3x +0.47y −0.12z +9.35,

F3(x, y, z) = 0.1x +0.1y +19.53

Ãðàôè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà ïîëó÷åíèòå ìîäåëè â ñðàâíåíèå ñ äåéñòâèòåë-

íèòå äàííè ìîæå äà ñå âèäè íà ôèãóðà 6. Ìîäåëúò îïèñâà íàé-äîáðå äàííèòå â

ïúðâèÿ ñëó÷àé. Â òðåòèÿò ïîëó÷åíàòà ãðàôèêà äîðè íå ñëåäâà íàðàñòâàùàòà

òåíäåíöèÿ íà äàííèòå. Ïîðàäè òàçè ïðè÷èíà íèå íå ïðåäñòàâÿìå êîåôèöèåíòà

íà äåòåðìèíàöè â òîçè ñëó÷àé è, êàêòî ìîæå äà ñå âèäè îò Òàáëèöà 7, MAPE

å 30%.
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Çàêëþ÷åíèå îòíîñíî ìîäåëèðàíåòî íà ïàçàðà íà áèðà ñ ïîìîùòà íà ôóíêöèè íà ðåàêöèÿ

ñúñ ñìåñåíî ìîíîòîííî ñâîéñòâî

(à) Com1, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîù-
òà íà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ xn =
F1(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðîöåíòíè
äÿëîâå â ÷åðâåíî.

(á) Com2, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîù-
òà íà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ yn =
F2(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðîöåíòíè
äÿëîâå â ÷åðâåíî.

(â) Com3, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîù-
òà íà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ zn =
F3(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðîöåíòíè
äÿëîâå â ÷åðâåíî.

Ôèãóðà 6. Ðåàëíè äàííè â ñèíüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîùòà íà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ â
÷åðâåíî.

Òàáëèöà 7. Ñòàòèñòè÷åñêè ïîêàçàòåëè íà ïîëó÷åíèòå ìîäåëè.

Ìîäåë Com1 Ìîäåë Com2 Ìîäåë Com3

R2 0.916 0.671 -
MAPE 0.0219 0.0331 0.3023

Âúïðåêè òîâà ïîëó÷àâàìå òî÷êàòà íà ïàçàðíî ðàâíîâåñèå

(22) x = 31.19778718, y = 29.93140172, z = 25.63891889.

Çàêëþ÷åíèå îòíîñíî ìîäåëèðàíåòî íà ïàçàðà íà áèðà ñ ïîìîùòà íà

ôóíêöèè íà ðåàêèöèÿ ñúñ ñìåñåíî ìîíîòîííî ñâîéñòâî

Ïðåäñòàâåíèòå òðè ìîäåëà, áàçèðàíè íà ôóíêöèè íà ðåàêöèÿòà, óäîâëåò-

âîðÿâàùè ñìåñåíîòî ìîíîòîííî ñâîéñòâî, äåìîíñòðèðàò íåâúçìîæíîñòòà äà

ñå îïèøå ïàçàðúò ñàìî ñ åäèí ìîäåë îò êëàñ M1∪M2∪M3. Èíòåðåñíî å äà ñå

îòáåëåæè, ÷å âúâ âñåêè îò ðàçãëåæäàíèòå ñëó÷àè èìàìå ñòàòèñòè÷åñêè äîñ-

òîâåðíî îïèñàíèå íà äâàìà îò ó÷àñòíèöèòå íà ïàçàðà. Îñâåí òîâà, àêî òðÿáâà

äà èçñëåäâàìå íàïðèìåð ïîâåäåíèåòî è ðåàêöèèòå íà äâàìà îò ó÷àñòíèöèòå,
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Ãëàâà III

íàïðèìåð ïúðâèÿ è âòîðèÿ, òîãàâà áè ñëåäâàëî äà ïîñòðîèì ìîäåë ñ ôóíêöèè

îò êëàñ M3. Òàêà ùå ïîëó÷èì ìîäåë çà ïúðâèòå äâàìà, êîéòî îïèñâà òÿõíîòî

ïîâåäåíèå âúâ âðåìåòî. Ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å ïðåäñòàâåíèòå èëþñòðàöèè

äåìîíñòðèðàò âúçìîæíîñòèòå çà ðàçãëåæäàíå íà òðè âúçìîæíè ìîäåëà, êàòî

âúâ âñåêè îò òÿõ ìîæåì äà íàïðàâèì èçâîäè çà äâàìà îò ó÷àñòíèöèòå.

Ïðåäñòàâåíèòå ìîäåëè ïîêàçâàò, ÷å ñàìî â ñëó÷àÿ, êîãàòî ðàçãëåæäàìå

ôóíêöèè ñà îò êëàñà M2 ïðåäñòàâÿò ðåçóëòàòè, çà êîèòî ìîæå äà ñå ïðèåìå,

÷å ìîäåëèðàò ñòàòèñòè÷åñêè äîáðå íàëè÷íèòå äàííè. Òîâà âîäè äî èçâîäà, ÷å

ïðè ìîäåëèðàíå êëàñúò íà ðàçãëåæäàíèòå ôóíêöèè å òÿñíî ñâúðçàí ñ äàííèòå,

êîèòî ùå áúäàò ìîäåëèðàíè.

Áèõìå èñêàëè äà êàæåì íÿêîëêî äóìè çà ïðåäïîëîæåíèåòî çà ñìåñåíîòî

ìîíîòîííî ñâîéñòâî. Íåêà ðàçãëåäàìå íàïðèìåð ñëó÷àÿ M2. Èçãëåæäà íååñ-

òåñòâåíî â óñëîâèÿòà íà îëèãîïîëåí ïàçàð, ÷å ðåàêöèèòå íà âòîðèÿ èãðà÷ F2

ùå áúäàò íàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ íà íåãîâàòà âòîðà ïðîìåíëèâà, ò.å. çà âñåêè

êîíêðåòåí ìîìåíò ñúñ ñòîéíîñòè (xn, yn, zn) òîé ùå ðåàãèðà ÷ðåç íàìàëÿâàíå

íà ïàçàðíèòå ñè äÿëîâå yn. Íî èìà âðúçêà ìåæäó íåãîâîòî áúäåùî íèâî yn+1 è

âñè÷êè ñòîéíîñòè (xn, yn, zn) â ïðåäèøíèÿ ìîìåíò, ñëåäîâàòåëíî íåãîâèòå äÿ-

ëîâå ùå áúäàò ïîâëèÿíè îò ðåçóëòàòèòå íà íåãîâèòå êîíêóðåíòè, êîåòî ìîæå

äà äîâåäå äî óâåëè÷åíèå ñ yn.

Èçñëåäâàíå íà ïàçàðà íà ìîáèëíè óñëóãè â ÑÀÙ

Ïàçàðèòå íà ìîáèëíè óñëóãè ñà åñòåñòâåíî îëèãîïîëíè. Òîâà ñå äúëæè íà

èçèñêâàíåòî çà ëèöåíçè, ïîðàäè îãðàíè÷åíèòå âúçìîæíîñòè çà ïðåäîñòàâÿíå

íà óñëóãè. Â èñòîðè÷åñêè ïëàí ïîâå÷å îò òðèìà äîñòàâ÷èöè ñà ó÷àñòâàëè â

äîáðå ðàçâèòèÿ ñâîáîäåí ïàçàð íà ìîáèëíè óñëóãè â ÑÀÙ. Çà ïîâå÷å îò 20

ãîäèíè ïàçàðèòå íà ìîáèëíè óñëóãè ñúùî ñå ðàçâèâàò åñòåñòâåíî è áðîÿò íà

ó÷àñòíèöèòå íàìàëÿâà. Ïðåç ïîñëåäíèòå ãîäèíè àìåðèêàíñêèÿò ïàçàð íà ìî-

áèëíè óñëóãè ñå ñòàáèëèçèðà ïðè òðèìà ó÷àñòíèöè è ìîæåì äà ãî íàðå÷åì

òèïè÷åí ïàçàð. Èìà äâå ïðîó÷âàíèÿ íà äèíàìèêàòà íà ìîáèëíèòå óñëóãè â

ÑÀÙ, èçïîëçâàùè ôóíêöèè íà ðåàêöèÿ [7, 9]. Â [9] ñå ðàçãëåæäà äóîïîëåí

ìîäåë íà ïàçàðà íà ìîáèëíè óñëóãè â ÑÀÙ äî 2020, êîåòî ñå äúëæè íà ôàêòà,

÷å ïî òîâà âðåìå èìà 7 ó÷àñòíèöè, íî â äåéñòâèòåëíîñò ñàìî äâàìà ñà äîñòà-

òú÷íî ãîëåìè, çà äà ïîêðèÿò 60% îò ïàçàðà. Âïîñëåäñòâèå ïðåç 2020 òðåòèÿò
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Èçñëåäâàíå íà ïàçàðà íà ìîáèëíè óñëóãè â ÑÀÙ

è ÷åòâúðòèÿò ïî ãîëåìèíà äîñòàâ÷èöè ñå ñëèâàò, îñòàíàëèòå ìàëêè èçëèçàò îò

ïàçàðà. Òîâà äàâà îñíîâàíèå çà èçñëåäâàíå â [7] íà ïàçàðà íà ìîáèëíè óñëóãè

íà áàçàòà íà îëèãîïîëåí ïàçàð ñ òðèìà ó÷àñòíèöè.

Ìîäåëèòå, ïîëó÷åíè â [7, 9] ñà áàçèðàíè íà ëèíåéíè è ñèãìîèäàëíè ôóíê-

öèè. Äîñåãàøíèòå ïóáëèêàöèè ìîãàò äà ñúçäàäàò âïå÷àòëåíèåòî, ÷å êîãàòî ñå

ðàçãëåæäà äîñòàòú÷íî øèðîê êëàñ ôóíêöèè íà ðåàêöèÿ, âèíàãè å âúçìîæíî

äà ñå êîíñòðóèðà ñòàòèñòè÷åñêè íàäåæäåí ìîäåë. Ùå ðàçãëåäàìå âúçìîæíîñò-

òà çà ìîäåëèðàíå íà ïàçàðà íà ìîáèëíè óñëóãè â ÑÀÙ ñ ïîìîùòà íà ëèíåéíè

ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿâàùè ñìåñåíîòî ìîíîòîííî ñâîéñòâî.

Â íàøåòî èçñëåäâàíå èçïîëçâàìå òðèìåñå÷íè äàííè çà äÿëîâåòå íà ìî-

áèëíèòå äîñòàâ÷èöè â ÑÀÙ, èçðàçåíè â ïðîöåíòè, îò Q1− 2011 äî Q3− 2023

îáùî N = 51 äàííè. Ôèãóðà 7 ïîêàçâà ïàçàðíèòå äÿëîâå íà òðèòå âàæíè

ìîáèëíè îïåðàòîðà. Ïðåç ïåðèîäà òðèòå êîìïàíèè ïîêðèâàò ñðåäíî 86, 61%.

Ôèãóðà 7. Ïðîöåíòíè äÿëîâî çà Verizon (ñèíüî), AT&T (÷åðâåíî) è T-Mobile (çåëåíî).

Çà ïî-ëåñíî, îáîçíà÷àâàìå âñåêè ìîáèëåí äîñòàâ÷èê ñ ïðîìåíëèâàòà â

ñêîáèòå: Verizon (Mob1), AT&T (Mob2), T-Mobile (Mob3).

Òàáëèöà 8 ïðåäñòàâÿ îïèñàòåëíàòà ñòàòèñòèêà çà ïðîöåíòíèÿ ïàçàðåí äÿë

íà âñÿêà îò òðèòå êîìïàíèè. Îò òàáëèöàòà ñå âèæäà, ÷å âòîðèÿò îïåðàòîð

å ñ íàé-ãîëÿì ñðåäåí ïðîöåíòåí äÿë. Òåñòîâåòå íà Êîëìîãîðîâ-Ñìèðíîâ è

Øàïèðî-Óèëê çà íîðìàëíîñò ñà çíà÷èìè ñ p-ñòîéíîñò < 0, 05, êîåòî ïîêàçâà,

÷å ðàçãëåæäàíèòå ïðîìåíëèâè íå ñà íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíè.
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Ãëàâà III

Òàáëèöà 8. Îïèñàòåëíà ñòàòèñòèêà íà èçïîëçâàíèòå ïúðâîíà÷àëíè ïðîìåíëèâè.

Ïðîìåíëèâà Ñðåäíî Ìåäèàíà
Ñòàíäàðòíî

îòêëîíåíèå

Mob1,% 32.132 33.00 2.43
Mob2,% 37.237 34.00 5.39
Mob3,% 17.239 16.30 4.86

Ïðîìåíëèâà Äèñïåðñèÿ Àñèìåòðèÿ Ñò. ãð. àñèìåòðèÿ

Mob1,% 5.91 -0.054 0.333
Mob2,% 29.09 0.530 0.333
Mob3,% 23.65 0.329 0.333

Ïðîìåíëèâà Åêñöåñ Ñò. ãð. åêñöåñ

Mob1,% -1.547 0.656
Mob2,% -1.374 0.656
Mob3,% -0.953 0.656

Òàáëèöà 9 ïîêàçâà ðåçóëòàòèòå îò òåñòîâåòå çà åäèíè÷åí êîðåí, ïðîâåäåíè

âúðõó íà÷àëíèÿ âðåìåâè ðåä. Òúé êàòî âñè÷êè p-ñòîéíîñòè çà òðèòå ïðîìåí-

ëèâè ñà íåçíà÷èòåëíè ìîæå äà êàæåì, ÷å ðàçãëåæäàíèòå ðåäîâå èìàò òðåíä

ïîíå îò ïúðâè ðåä è ñà íåñòàöèîíàðíè.

Òàáëèöà 9. Ðåçóëòàòè îò òåñòîâå çà ñòàöèîíàðíîñò íà íà÷àëíèÿ âðåìåíåí ðåä.

Òåñò Mob1 Mob2 Mob3

Äèêè-Ôóëúð F òåñò
Ñòàòèñòèêà -0.165 0.400 0.549
p-ñòîéíîñò 0.642 0.782 0.817

Ôèëèïñ-Ïåðîí F òåñò
Ñòàòèñòèêà -0.161 0.402 0.548
p-ñòîéíîñò 0.643 0.782 0.817

Çà äèôåðåíöèðàíèòå ðåäîâå ∆Mobi, i = 1, . . . , 4 ïîëó÷åíè ïî ñëåäíèÿ

íà÷èí

(23) ∆Yt = Yt − Yt−1,
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Èçñëåäâàíå íà ïàçàðà íà ìîáèëíè óñëóãè â ÑÀÙ

â Òàáëèöà 10 ñà ïðåäñòàâåíè p-ñòîéíîñòèòå íà äâàòà òåñòà çà åäèíè÷åí êîðåí.

Âñè÷êè p-ñòîéíîñòè ïî ñúùåñòâî ñà íóëè, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å äèôåðåíöèðàíè-

òå ðåäîâå ñà ñòàöèîíàðíè. Ñëåäîâàòåëíî çà ðàçãëåæäàíèòå íà÷àëíè âðåìåâè

ñåðèè èìàìå íàëè÷èå íà òðåíä îò ïúðâè ðåä.

Òàáëèöà 10. Ðåçóëòàòè îò òåñòîâå çà ñòàöèîíàðíîñò íà äèôåðåíöèðàíèòå âðåìåííè ðåäîâå.

Òåñò ∆Mob1 ∆Mob2 ∆Mob3

Äèêè-Ôóëúð F òåñò
Ñòàòèñòèêà -47.65 -45.41 -44.71
p-ñòîéíîñò 2.42.10−7 3.79.10−7 4.37.10−7

Philips-Perron F test
Ñòàòèñòèêà -43.72 -41.92 -42.08
p-ñòîéíîñò 9.83.10−8 7.93.10−7 7.65.10−7

Òîâà íè äàâà îñíîâàíèå äà òúðñèì çàâèñèìîñò íà ñòîéíîñòèòå íà âðåìåí-

íèòå ðåäîâå çà âñåêè ïåðèîä îò ïðåäõîäíèÿ.

Êîðåëàöèîííèòå êîåôèöèåíòè íà Ïèðñúí è òÿõíàòà çíà÷èìîñò ñà ïðåä-

ñòàâåíè íà â Table 11.

Îò òàáëèöà 11 ìîæå äà ñå âèäè, ÷å âñè÷êè êîåôèöèåíòè íà êîðåëàöèÿ

ñà çíà÷èìè. Òðÿáâà äà îòáåëåæèì ñèëíèòå êîðåëàöèîííè çàâèñèìîñòè ìåæäó

Mob1 èMob3 è LagMob2, òîåñò îò ñòîéíîñòèòå íàMob2 â ïðåäèøíèÿ êâàðòèë.

Ñúùî òàêà íàáëþäàâàìå ñèëíà êîðåëàöèÿ ìåæäó Mob2 è Lag Mob3.

Òàáëèöà 11. Ìàòðèöà íà êîðåëàöèîíèòå êîåôèöèåíòè íà Ïèðñúí (ÊÊÐ) ìåæäó Mobi è
ëàãèðàíèòå ïðîìåíëèâè LagMobi, i = 1, 2, 3.

Mob1 Mob2 Mob3 LagMob1 LagMob2 LagMob3

Mob1

ÊÊÐ 1 -0.852 -0.587 0.873 -0.820 -0.568
p-ñòîéíîñò <0.001 <0.001 <0.001 <0.001 <0.001

Mob2

ÊÊÐ 1 0.885 -0.825 0.982 0.866
p-ñòîéíîñò <0.001 <0.001 <0.001 <0.001

Mob3

ÊÊÐ -0.596 -0.591 0.888 0.964
p-ñòîéíîñò <0.001 <0.001 <0.001 <0.001

Lag Mob1

ÊÊÐ 1 -0.845 -0.571
p-ñòîéíîñò <0.001 <0.001

Lag Mob2

ÊÊÐ 1 0.882
p-ñòîéíîñò <0.001
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Ãëàâà III

Ìîäåëè ñ (F1, F2, F3) ∈M2

Òúðñèì íàðåäåíà òðîéêà îò ôóíêöèè (F1, F2, F3) ∈M2, ò.å.

(24)


F1(x, y, z) = a1x+ b1y + c1z + d1,

F2(x, y, z) = a2x+ b2y + c2z + d2,

F3(x, y, z) = a3x+ b3y + c3z + d3,

òàêà ÷å ai, ci > 0 çà i = 1, 2, 3, max{
∑3

i=1 ai,
∑3

i=1 ci} < 1, bi < 0 çà i = 1, 2, 3,∑3
i=1 bi > −1.

Íåêà ñïîìåíåì, ÷å çà äà ìîæåì äà ïðèëîæèì Ñëåäñòâèå 1 å íåîáõîäèìî

äà ñå óäîâëåòâîðÿâàò è óñëîâèÿòà

x0 ≤ F1(x0, y0, z0), y0 ≥ F2(x0, y0, z0), z0 ≤ F3(x0, y0, z0),

êúäåòî íàðåäåíàòà òðîéêà (x0, y0, z0) å ïúðâîíà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå íà ïàçàðà.

Íåêà A1 = {xi}50i=0, A2 = {yi}50i=0 è A3 = {zi}50i=0 ñà íàëè÷íèòå ñòàòèñòè-

÷åñêè äàííè, ïðåñìåòíàòè â ïðîöåíòíî ïðèñúñòâèå íà ïàçàðà, ñúîòâåòíî çà

òðèòå ôèðìè. Íåêà Bi å îöåíêàòà ïîëó÷åíà çà ðåàêöèÿòà íà ïðîèçâîäèòåë i

, ñúãëàñíî íàëè÷íèòå äàííè ñúãëàñíî òúðñåíàòà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ Fi, ò.å.

Bi = {Fi(xi−1, yi−1, zi−1)}51i=1. Ðåøàâàìå ìèíèìèçàöèîííàòà çàäà÷à

min

{
3∑

i=1

50∑
j=0

(xj+1 − Fi(xj, yj, zj))
2

}

ïðè ñëåäíèòå îãðàíè÷åíèÿ

a1 ∈ [0.1, 0.99], a2 ∈ [0, 1, 0.99− a1], a3 ∈ [0.1, 0.99− a1 − a2],

b1 ∈ [−0.99,−0.1], b2 ∈ [−0.99 + b1,−0.1], b3 ∈ [−0.99 + b1 + b2,−0.1],

c1 ∈ [0.1, 0.99], c2 ∈ [0.1, 0.99− c1], c3 ∈ [0.1, 0.99− c1 − c2],

x0 ≤ F1(x0, y0, z0), z0 ≥ F2(x0, y0, z0), z0 ≤ F3(x0, y0, z0).
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Ìîäåëè ñ (F1, F2, F3) ∈M2

Ïîëó÷àâàìå

(25)


F1(x, y, z) = 0.5x −0.19y +0.01z +23.14,

F2(x, y, z) = 0.1x −0.1y +0.5z +26.4,

F3(x, y, z) = 0.1x −0.1y +0.48z +9.63

(à) Mob1, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîù-
òà íà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ xn =
F1(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðîöåíòíè
äÿëîâå â ÷åðâåíî.

(á) Mob2, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîù-
òà íà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ yn =
F2(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðîöåíòíè
äÿëîâå â ÷åðâåíî.

(â) Mob3, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîù-
òà íà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ zn =
F3(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðîöåíòíè
äÿëîâå â ÷åðâåíî.

Ôèãóðà 8. Ðåàëíè äàííè â ñèíüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîùòà íà ôóíêöèèòå íà ðåàêöèÿ
â ÷åðâåíî.

Îò òàêà ïîëó÷åíèòå ãðàôèêè ñå âèæäà, ÷å íå áèõìå ìîãëè äà î÷àêâàìå

äîáðè ñòàòèñòè÷åñêè ïîêàçàòåëè íà ïîëó÷åíèòå ìîäåëè. Ñëåäâàùàòà Òàáëèöà

12 ïîêàçâà 16% MAPE íà òðåòèÿ ìîäåë.

Òàáëèöà 12. Ñòàòèñòè÷åñêè ïîêàçàòåëè íà ïîëó÷åíèòå ìîäåëè.

Ìîäåë Mob1 Ìîäåë Mob2 Ìîäåë Mob33
R2 0.939 0.564 0.940

MAPE 0.0163 0.089 0.1656

Ïîëó÷àâàìå ïàçàðíî ðàâíîâåñèå

(26) x = 32.77636751, y = 35.18931750, z = 18.06122500.
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Ãëàâà III

Ìîäåëè ñ (F1, F2, F3) ∈M1

Òúðñèì ôóíêöèè (F1, F2, F3) ∈M1 , i.e.

(27)


F1(x, y, z) = a1x+ b1y + c1z + d1,

F2(x, y, z) = a2x+ b2y + c2z + d2,

F3(x, y, z) = a3x+ b3y + c3z + d3,

òàêà ÷å bi, ci > 0 çà i = 1, 2, 3, max{
∑3

i=1 bi,
∑3

i=1 ci} < 1, ai < 0 çà i = 1, 2, 3,∑3
i=1 ai > −1.

Íåêà ñïîìåíåì, ÷å çà äà ìîæåì äà ïðèëîæèì Ñëåäñòâèå 1 å íåîáõîäèìî

äà ñå óäîâëåòâîðÿâàò è óñëîâèÿòà

x0 ≥ F1(x0, y0, z0), y0 ≤ F2(x0, y0, z0), z0 ≤ F3(x0, y0, z0),

êúäåòî íàðåäåíàòà òðîéêà îò (x0, y0, z0) å ïúðâîíà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå íà ïàçà-

ðà.

Íåêà A1 = {xi}50i=0, A2 = {yi}50i=0 è A3 = {zi}50i=0 ñà íàëè÷íèòå ñòàòèñòè-

÷åñêè äàííè, ïðåñìåòíàòè â ïðîöåíòíî ïðèñúñòâèå íà ïàçàðà, ñúîòâåòíî çà

òðèòå ôèðìè. Íåêà Bi å îöåíêàòà ïîëó÷åíà çà ðåàêöèÿòà íà ïðîèçâîäèòåë i

, ñúãëàñíî íàëè÷íèòå äàííè ñúãëàñíî òúðñåíàòà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ Fi, ò.å.

Bi = {Fi(xi−1, yi−1, zi−1)}51i=1. Ðåøàâàìå ìèíèìèçàöèîííàòà çàäà÷à

min

{
3∑

i=1

50∑
j=0

(xj+1 − Fi(xj, yj, zj))
2

}

ïðè ñëåäíèòå îãðàíè÷åíèÿ

a1 ∈ [−0.99,−0.1], a2 ∈ [−0.99 + a1,−0.1], a3 ∈ [−0.99 + a1 + a2,−0.1],

b1 ∈ [0.1, 0.99], b2 ∈ [0.1, 0.99− b1], b3 ∈ [0.1, 0.99− b1 − b2],

c1 ∈ [0.1, 0.99], c2 ∈ [0.1, 0.99− c1], c3 ∈ [0.1, 0.99− c1 − c2],

x0 ≥ F1(x0, y0, z0), z0 ≤ F2(x0, y0, z0), z0 ≤ F3(x0, y0, z0)
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Ìîäåëè ñ (F1, F2, F3) ∈M1

(28)


F1(x, y, z) = −0.1x +0.1y +0.z +31.63,

F2(x, y, z) = −0.23x +0.79y +0.14z +12.99,

F3(x, y, z) = −0.1x +0.1y +0.83z +2.53

(à) Mob1, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîù-
òà íà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ xn =
F1(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðîöåíòíè
äÿëîâå â ÷åðâåíî.

(á) Mob2, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîù-
òà íà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ yn =
F2(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðîöåíòíè
äÿëîâå â ÷åðâåíî.

(â) Mob3, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîù-
òà íà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ zn =
F3(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðîöåíòíè
äÿëîâå â ÷åðâåíî.

Ôèãóðà 9. Ðåàëíè äàííè â ñèíüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîùòà íà ôóíêöèèòå íà ðåàêöèÿ
â ÷åðâåíî.

Ãðàôè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà êîíñòðóèðàíèÿ ìîäåë íà ïúðâèÿ îïåðàòîð

å äàëå÷ îò òåíäåíöèÿòà íà äàííèòå è ïîðàäè òàçè ïðè÷èíà íå ïðåäñòàâÿìå

íåãîâèòå ñòàòèñòè÷åñêè ïîêàçàòåëè.

Òàáëèöà 13. Ñòàòèñòè÷åñêè ïîêàçàòåëè íà ïîëó÷åíèòå ìîäåëè.

Ìîäåë Mob1 Ìîäåë Mob2 Ìîäåë Mob33
R2 - 0.998 0.991

MAPE - 0.0089 0.0299.

Ïîëó÷àâìå ñëåäíîòî ïàçàðíî ðàâíîâåñèå

(29) x = 32.44929470, y = 40.63484167, z = 20.72850631.
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Ãëàâà III

Çàêëþ÷åíèå îòíîñíî ìîäåëèðàíåòî íà ìîáèëíèÿ ïàçàð ñ ïîìîùòà

íà ôóíêöèè íà ðåàêöèÿ ñúñ ñìåñåíî ìîíîòîííî ñâîéñòâî

Âèäÿõìå, ÷å íå å âúçìîæíî äà ñå ìîäåëèðà ìîáèëíèÿò ïàçàð â ÑÀÙ ñ

ïîìîùòà íà ëèíåéíè ôóíêöèè ñúñ ñìåñåíî ìîíîòîííî ñâîéñòâî, äîêàòî ïîëó-

÷èõìå íÿêîè îòíîñèòåëíî äîáðè ìîäåëè íà ïàçàðà íà áèðà ñúñ ñúùèÿ êëàñ

ôóíêöèè. Ïàçàðúò íà áèðà å ñòàð, êîéòî ñå å ñòàáèëèçèðàë è ãðàôèêàòà íà

äàííèòå ïîêàçâà òîâà. Ïàçàðúò íà áèðà å áëèçúê äî ëèíåéíîòî ïîâåäåíèå çà

ó÷àñòíèöèòå, äîêàòî ìîáèëíèÿò ïàçàð å ñðàâíèòåëíî íîâ è ïðèëè÷à ïîâå÷å íà

ñèãìîèäàëåí [7, 9]. Òîâà ïîòâúðæäàâà îùå âåäíúæ, ÷å ìîäåëèòå, êîèòî äàííè-

òå ñïîäåëÿò, ñà çíà÷èìè ïðè òúðñåíåòî íà êëàñà ôóíêöèè íà ðåàêöèÿ, êîèòî

òðÿáâà äà áúäàò âçåòè ïðåäâèä.

Âúðõó èëþñòðàòèâåí ïðèìåð ñúñ ñïåöèôè÷íî ïîäáðàíè ñëó÷àéíè

äàííè, óäîâëåòâîðÿâàùè ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíè çàâèñèìîñòè

Ãåíåðèðàìå ñëó÷àéíè äàííè, êîèòî ñëåäâàò ñïåöèôè÷íè çàâèñèìîñòè. Ãðà-

ôèêèòå ñà ïðåäñòàâåíè íà Ôèãóðà 10. Èçèñêâàìå çà íÿêàêâî ïåðèîäè÷íî ïî-

âåäåíèå íà òðèìàòà èãðà÷è êàòî äâàìà îò òÿõ äà ïîêàçâàò âúçõîäÿù òðåíä, à

òðåòèÿò � íèçõîäÿù.

(à) Ôèðìà 1, ðåàëíè äàííè. (á) Ôèðìà 2, ðåàëíè äàííè. (â) Ôèðìà 3, ðåàëíè äàííè.

Ôèãóðà 10. Ñëó÷àéíè äàííè çà òðèòå ôèðìè â îëèãîïîëíèÿ ïàçàð.

Òúðñèì (F1, F2, F3) ∈M2 è ïîëó÷àâàìå

(30)


F1(x, y, z) = 0.79x +0.15z +4.37,

F2(x, y, z) = 0.1x −0.1y +0.1z +21.25,

F3(x, y, z) = 0.1x −1.1y +0.73z +30.21
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Âúðõó èëþñòðàòèâíè ïðèìåðè ñ ïðîèçâîëíî èçáðàíè äàííè

(à) Ôèðìà 1, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìà ïðèáëèæåíèòå äàííè
ïðåñìåòíàòè ñ ôóíêöèÿòà íà ðå-
àêöèÿ xn = F1(xn−1, yn−1, zn−1) â
÷åðâåíî.

(á) Ôèðìà 2, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìà ïðèáëèæåíèòå äàííè
ïðåñìåòíàòè ñ ôóíêöèÿòà íà ðå-
àêöèÿ xn = F2(xn−1, yn−1, zn−1) â
÷åðâåíî.

(â) Ôèðìà 3, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìà ïðèáëèæåíèòå äàííè
ïðåñìåòíàòè ñ ôóíêöèÿòà íà ðå-
àêöèÿ xn = F2(xn−1, yn−1, zn−1) â
÷åðâåíî.

Ôèãóðà 11. Ðåàëíè äàííè â ñèíüî ñïðÿìî ïðèáëèæåíè ñ ïîìîùòà íà ôóíêöèèòå íà ðåàêöèÿ
ñ ÷åðâåíî.

Ïîëó÷àâàìå ïàçàðíîòî ðàâíîâåñèå

(x, y, z) = (38.66859470, 25.20445457, 25.05539642).

Âúðõó èëþñòðàòèâíè ïðèìåðè ñ ïðîèçâîëíî èçáðàíè äàííè

Ôèãóðà 12. Ïðîöåíòåí äÿë â òå÷åíèå íà âðåìåòî çà Com1 â ÷åðâåí, Com2 â çåëåí è Com3

â ñèí öâÿò.

Òúðñèì íàðåäåíà òðîéêà îò ôóíêöèè (F1, F2, F3) ∈M2, ò.å.

(31)


F1(x, y, z) = a1x+ b1y + c1z + d1,

F2(x, y, z) = a2x+ b2y + c2z + d2,

F3(x, y, z) = a3x+ b3y + c3z + d3,
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Ãëàâà III

òàêà ÷å ai, ci > 0 çà i = 1, 2, 3, max{
∑3

i=1 ai,
∑3

i=1 ci} < 1, bi < 0 çà i = 1, 2, 3,∑3
i=1 bi > −1.

Íåêà ñïîìåíåì, ÷å çà äà ìîæåì äà ïðèëîæèì Ñëåäñòâèå 1 å íåîáõîäèìî

äà ñå óäîâëåòâîðÿâàò è óñëîâèÿòà

x0 ≤ F1(x0, y0, z0), y0 ≥ F2(x0, y0, z0), z0 ≤ F3(x0, y0, z0),

êúäåòî íàðåäåíàòà òðîéêà (x0, y0, z0) å ïúðâîíà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå íà ïàçàðà.

Íåêà A1 = {xi}59i=0, A2 = {yi}59i=0 è A3 = {zi}59i=0 ñà íàëè÷íèòå ñòàòèñòè-

÷åñêè äàííè, ïðåñìåòíàòè â ïðîöåíòíî ïðèñúñòâèå íà ïàçàðà, ñúîòâåòíî çà

òðèòå ôèðìè. Íåêà Bi å îöåíêàòà ïîëó÷åíà çà ðåàêöèÿòà íà ïðîèçâîäèòåë i

, ñúãëàñíî íàëè÷íèòå äàííè ñúãëàñíî òúðñåíàòà ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿ Fi, ò.å.

Bi = {Fi(xi−1, yi−1, zi−1)}60i=1. Ðåøàâàìå ìèíèìèçàöèîííàòà çàäà÷à

min

{
3∑

i=1

60∑
j=0

(xj+1 − Fi(xj, yj, zj))
2

}

ïðè ñëåäíèòå îãðàíè÷åíèÿ

a1 ∈ [0.1, 0.99], a2 ∈ [0, 1, 0.99− a1], a3 ∈ [0.1, 0.99− a1 − a2],

b1 ∈ [−0.99,−0.1], b2 ∈ [−0.99 + b1,−0.1], b3 ∈ [−0.99 + b1 + b2,−0.1],

c1 ∈ [0.1, 0.99], c2 ∈ [0.1, 0.99− c1], c3 ∈ [0.1, 0.99− c1 − c2],

x0 ≤ F1(x0, y0, z0), z0 ≥ F2(x0, y0, z0), z0 ≤ F3(x0, y0, z0).

Ïîëó÷àâàìå

(32)


F1(x, y, z) = 0.32x −0.1y +20.81,

F2(x, y, z) = 0.53x −0.55y +0.1z +16.26,

F3(x, y, z) = 0.1x −0.39y +0.62z +21.97
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Óñòîé÷èâîñò íà ðåäèöèòå îò ïîñëåäîâàòåëíè èòåðàöèè

(à) Com1, ðåàëíè äàíè â ñèíüî
ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîùòà
íà ôóíêöèÿòà íà ðåàêöèÿ xn =
F1(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðîöåíòè â
÷åðâåíî.

(á) Com2, ðåàëíè äàíè â ñèíüî
ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîùòà
íà ôóíêöèÿòà íà ðåàêöèÿ yn =
F2(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðîöåíòè â
÷åðâåíî.

(â) Com3, ðåàëíè äàíè â ñèíüî
ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîùòà
íà ôóíêöèÿòà íà ðåàêöèÿ zn =
F3(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðîöåíòè â
÷åðâåíî.

Ôèãóðà 13. Ðåàëíè äàíè â ñèíüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíè ñ ïîìîùòà íà ôóíêöèèòå íà ðåàêöèÿ
â ÷åðâåíî.

Ñòàòèñòè÷åñêèòå ïîêàçàòåëè íà ñúçäàäåíèòå ìîäåëè ñà ïðåäñòàâåíè â

Òàáëèöà 14.

Òàáëèöà 14. Ñòàòèñòè÷åñêè ïîêàçàòåëè íà ïîëó÷åíèòå ìîäåëè.

Ìîäåë Company1 Ìîäåë Company2 Ìîäë Company3
R2 0.952 0.947 0.908

MAPE 0.0083 0.0479 0.0126

Ïîëó÷àâàìå ïàçàðíî ðàâíîâåñèå

(33) x = 27.09805319, y = 22.56013869, z = 41.34665614.

Óñòîé÷èâîñò íà ðåäèöèòå îò ïîñëåäîâàòåëíè èòåðàöèè

Ñúâñåì íîâ ðåçóëòàò [8] íàìèðà äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà óñòîé÷èâîñò íà

ðåäèöàòà îò ïîñëåäîâàòåëíè ïðèáëèæåíèÿ.

Òåîðåìà 18. Íåêà (X, ρ,≼) å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî, ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñò-

ðàíñòâî è (F1, F2, F3) å íàðåäåíà òðîéêà îò èçîáðàæåíèÿ ñúñ ñìåñåíîòî ìî-
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Ãëàâà III

íîòîííî ñâîéñòâî. Íåêà ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà α ∈ [0, 1), òàêà ÷å íåðàâåí-

ñòâîòî

(34)
3∑

k=1

ρ(Fk(x, y, z), Fk(u, v, w)) ≤ α(ρ(x, u) + ρ(y, v) + ρ(z, w))

å èçïúëíåíî çà âñè÷êè x ≽ u, y ≼ v è z ≽ w.

Íåêà å â ñèëà åäíî îí ñëåäíèòå óñëîâèÿ

1. Fk, k = 1, 2, 3 ñà íåïðåêúñíàòè èçîáðàæåíèÿ

2. çà âñÿêà ñõîäÿùà ðåäèöà limn→∞(xn, yn, zn) = (x, y, z), (xn, yn, zn) ∈ X×
X ×X

� àêî (xn, yn, zn) ≼ (xn+1, yn+1, zn+1), òî (xn, yn, zn) ≼ (x, y, z)

� àêî (xn, yn, zn) ≽ (xn+1, yn+1, zn+1), òî (xn, yn, zn) ≽ (x, y, z).

Àêî ñúùåñòâóâàò x0, y0, z0 ∈ X, òàêà ÷å åäíî îò ñëåäíèòå óñëîâèÿ å â ñèëà

�

x
(0)
1 ≼ F1

Ä
x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3

ä
x
(0)
2 ≽ F2

Ä
x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3

ä
x
(0)
3 ≼ F3

Ä
x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3

ä
�

x
(0)
1 ≽ F1

Ä
x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3

ä
x
(0)
2 ≼ F2

Ä
x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3

ä
x
(0)
3 ≽ F3

Ä
x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3

ä
òîãàâà ñúùåñòâóâà íàðåäåíà òðîéêà (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ X×X×X, êîÿòî å ãðàíèöà

íà ðåäèöàòà
¶Ä
x
(n)
1 , x

(n)
2 , x

(n)
3

ä©∞
n=0

, äåôèíèðàíà ÷ðåç x
(n)
k = Fk

Ä
x
(n)
1 , x

(n)
2 , x

(n)
3

ä
çà k = 1, 2, 3 è n ∈ N.

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå îöåíêè íà ãðåøêàòà

1. à ïðèîðè îöåíêà íà ãðåøêàòà

max
k=1,2,3

¶
d
Ä
x
(n)
k , ξk

ä©
≤ αn

1− α

3∑
k=1

d
Ä
x
(0)
k , x

(1)
k

ä
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Óñòîé÷èâîñò íà ðåäèöèòå îò ïîñëåäîâàòåëíè èòåðàöèè

2. à ïîñòåðèîðè îöåíêà íà ãðåøêàòà

max
k=1,2,3

¶
d
Ä
x
(n+1)
k , ξk

ä©
≤ α

1− α

3∑
k=1

d
Ä
x
(n)
k , x

(n+1)
k

ä
3. ñêîðîñò íà ñõîäèìîñò

max
k=1,2,3

¶
d
Ä
x
(n+1)
k , ξk

ä©
≤ α

1− α

3∑
k=1

d
Ä
x
(n)
k , ξk

ä
.

Àêî çà âñÿêà äâîéêà òî åëåìåíòè (x, y, z), (u, v, w) ∈ (X × X × X,≼),

êúäåòî (x1, x2, x3) ≼ (y1, y2, y3) àêî x1 ≼ y1, x2 ≽ y2, è x3 ≼ y3 èìà èëè ãîðíà

ãðàíèöà èëè äîëíà ãðàíèöà, òî (ξ1, ξ2, ξ3) å åäèíñòâåíà òðîéêà íåïîäâèæíè

òî÷êè.

Ùå ïðåôîðìóëèðàìå Òåîðåìà 18 â ñòèëà íà Ñëåäñòâèå 1.

Corollary 2. Íåêà ðàçãëåäàìå îëèãîïîëåí ïàçàð ñ òðèìà îñíîâíè ó÷àñ-

òíèêà, óäîâëåòâîðÿâàù:

1. òðèìàòà èãðà÷è ïðîèçâåæäàò íàïúëíî âçàèìíî çàìåíÿåìè ñòîêè

2. ôèðìà i ïðîèçâåæäà êîëè÷åñòâà â ìíîæåñòâîò Xi, i = 1, 2, 3, êúäåòî

Xi ñà çàòâîðåíè, íåïðàçíè ïîäìíîæåñòâà â ïúëíîòî ìåòðè÷íî ïðîñò-

ðàíñòâî (R, | · |)
3. íåêà íàðåäåíàòà òðîéêà (F1(x, y, z), F2(x, y, z), F3(x, y, z)) ∈M1 ∪M2 ∪

M3 å ôóíêöèèòå íà ðåàêöèÿ ñúîòâåòíî çà ôèðìè åäíî, äâå è òðè

4. ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà íàðåäåíà òðîéêà (x, y, z), òàêà ÷å x ≼ Fi(x, y, z),

y ≽ F2(x, y, z) è z ≼ F3(x, y, z).

Òîãàâà ñúùåñòâóâà íàðåäåíà òðîéêà (x, y, z), êîÿòî å ïàçàðíî ðàâíîâå-

ñèå, ò.å. òðîêà íåïîäâèæíè òî÷êè çà íàðåäåíàòà òðîéêà îò èçîáðàæåíèÿ

(F1, F2, F3).

Àêî â äîïúëíåíèå âñåêè äâà åëåìåíòà îò X3 ñà èëè îãðàíè÷åíè îò äî-

ëó èëè îãðàíè÷åíè îò ãîðå, òî ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ïàçàðíà ðàâíîâåñ-

íà òðîéêà (ξ, η, ζ) â X1 × X2 × X3, ò.å. ξ = F1(ξ, η, ζ), η = F2(ξ, η, ζ) è

ζ = F3(ξ, η, ζ).
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Ãëàâà III

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå îöåíêè íà ãðåøêàòà:

1. à ïðèîðè îöåíêà íà ãðåøêàòà

max
k=1,2,3

¶
d
Ä
x
(n)
k , ξk

ä©
≤ αn

1− α

3∑
k=1

d
Ä
x
(0)
k , x

(1)
k

ä
2. à ïîñòåðèîðè îöåíêà íà ãðåøêàòà

max
k=1,2,3

¶
d
Ä
x
(n+1)
k , ξk

ä©
≤ α

1− α

3∑
k=1

d
Ä
x
(n)
k , x

(n+1)
k

ä
3. ñêîðîñò íà ñõîäèìîñò

max
k=1,2,3

¶
d
Ä
x
(n+1)
k , ξk

ä©
≤ α

1− α

3∑
k=1

d
Ä
x
(n)
k , ξk

ä
.

Ìîæåì äà íàïðàâèì èçâîä, ÷å â ðàçãëåæäàíèòå èëþñòðàòèâíè ïðèìåðè

ðåèöèòå îò ïîñëåäîâàòåëíè èòåðàöèè, àêî çàïî÷âàò îò òî÷êà (x0, y0, z0), êîÿòî

óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâàòà

x0 ≼ F1(x0, y0, z0), y0 ≽ F2(x0, y0, z0), z0 ≼ F3(x0, y0, z0),

òî (xn, yn, zn) å ñõîäÿùà êúì ïàçàðíîòî ðàâíîâåñèå (x, y, z), êúäåòî

xn = F1(xn−1, yn−1, zn−1),

yn = F2(xn−1, yn−1, zn−1)

è

zn = F3(xn−1, yn−1, zn−1).
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Óñòîé÷èâîñò íà ðåäèöèòå îò ïîñëåäîâàòåëíè èòåðàöèè

(à) Company1, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíèòå ñ ïî-
ìîùòà íà ôóíêöèÿòà íà ðåàêöèÿ
xn = F1(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðî-
öåíòíè äÿëîâå â ÷åðâåíî.

(á) Company2, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíèòå ñ ïî-
ìîùòà íà ôóíêöèÿòà íà ðåàêöèÿ
yn = F2(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðî-
öåíòíè äÿëîâå â ÷åðâåíî.

(â) Company3, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíèòå ñ ïî-
ìîùòà íà ôóíêöèÿòà íà ðåàêöèÿ
zn = F3(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðî-
öåíòíè äÿëîâå â ÷åðâåíî.

Ôèãóðà 14. Ðåàëíè äàííè â ñèíüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíèòå ñ ïîìîùòà íà ôóíêöèè íà ðåàêöèÿ
â ÷åðâåíî, àêî íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå â ïàçàðà å ïúðâîíà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå â ïàçàðà, ñïîðåä
íàëè÷íèòå äàííè.

(à) Company1, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíèòå ñ ïî-
ìîùòà íà ôóíêöèÿòà íà ðåàêöèÿ
xn = F1(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðî-
öåíòíè äÿëîâå â ÷åðâåíî.

(á) Company2, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíèòå ñ ïî-
ìîùòà íà ôóíêöèÿòà íà ðåàêöèÿ
yn = F2(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðî-
öåíòíè äÿëîâå â ÷åðâåíî.

(â) Company3, ðåàëíè äàííè â ñè-
íüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíèòå ñ ïî-
ìîùòà íà ôóíêöèÿòà íà ðåàêöèÿ
zn = F3(xn−1, yn−1, zn−1) â ïðî-
öåíòíè äÿëîâå â ÷åðâåíî.

Ôèãóðà 15. Ðåàëíè äàííè â ñèíüî ñïðÿìî ïðåäñêàçàíèòå ñ ïîìîùòà íà ôóíêöèè íà ðåàêöèÿ
â ÷åðâåíî, àêî íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå â ïàçàðà å (40, 15, 55).
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Çàêëþ÷åíèå

Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíè ïðèíîñè â íàñòîÿùèÿ äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

Îñíîâíè ïðèíîñè â íàñòîÿùèÿ äèñåðòàöèîííèÿ òðóä:

I. Äâîéêè òî÷êè íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå çà öèêëè÷íè è ïîëó-öèêëè÷íè

èçîáðàæåíèÿ â ðåôëåêñèâíè áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà âìåñòî â ðàâíîìåðíî

èçïúêíàëè.

II. Ðàçðàáîòå íà òåõíèêà çà îöåíêà íà ãðåøêàòà çà òî÷êè íà íàé-äîáðî

ïðèáëèæåíèå çà íåöèêëè÷íè èçîáðàæåíèÿ.

III. Èçñëåäâàíè ñà äâîéêè è òðîéêè íåïîäâèæíè òî÷êè çà èçîáðàæåíèÿ ñúñ

ñìåñåíîòî ìîíîòîííî ñâîéñòâî â ÷àñòè÷íî íàðåäåíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàí-

ñòâà.

IV. Îáîáùåí å âàðèàöèîííèÿ ïðèíöèï íà Åêåëàíä çà èçîáðàæåíèÿ ñúñ ñìå-

ñåíîòî ìîíîòîííî ñâîéñòâî. Ñ íåãîâà ïîìîù ñà íàìåðåíè óñëîâèÿ çà ñú-

ùåñòâóâàíå è óñëîâèÿ çà åäèíñòâåíîñò íà òðîéêè íåïîäâèæíè òî÷êè çà

êëàñîâå îò èçîáðàæåíèÿ ñúñ ñìåñåíîòî ìîíîòîííî ñâîéñòâî.

V. Íÿêîè îò ðåçóëòàòèòå ñà ïðèëîæåíè ïðè ìîäåëèðàíå íà îëèãîïîëíè ïà-

çàðè.

Ñïèñúê íà ïóáëèêàöèèòå ïî äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

1 L. Ajeti, A. Ilchev, B. Zlatanov. On Coupled Best Proximity Points in Re�exive

Banach Spaces, Mathematics, 10(8), (2022), Article number 1304. (Web of

Science, IF=2.258, Q1; SCOPUS, SJR=0.538, Q2)

2 L. Ajeti, B. Zlatanov. Coupled Fixed Points Results for Hardy-Rogers Type

of Maps with the Mixed Monotone Property Obtained with The Help of a

Variational Technique, MATTEX 2022, CONFERENCE PROCEEDING, v. 1,

(2022) 37- 42.

3 L. Ajeti, A. Ilchev. A Variational Principle and Triple Fixed Points, AIP Conference

Proceedings, 3182 (2025), Article number 070006, doi: 10.1063/5.0245984, (Web

of Science, SCOPUS, SJR=0.152)
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Àïðîáàöèÿ íà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè

Àïðîáàöèÿ íà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè

à) L. Ajeti, B. Zlatanov. Coupled Fixed Points Results for Hardy-Rogers Type

of Maps with the Mixed Monotone Property Obtained with The Help of a

Variational Technique, MATTEX 2022, CONFERENCE PROCEEDING, v.

1, (2022) 37- 42.

á) L. Ajeti, Coupled best proximity points for noncyclic maps, The International

Annual Scienti�c Conference of the University �Kadri Zeka� (UKZ) Annual

Conference 2024, Trends and Challenges in the Development of Contemorary

Society, June 13-14, (2024), Gjilan, Republic of Kosovo, pp 27

â) L. Ajeti, A. Ilchev. A Variational Principle and Triple Fixed Points, 49th

International Conference - Applications of Mathematics in Engineering and

Economics � AMEE'2023, 2023.

Âðúçêàòà ìåæäó ïðèíîñèòå, çàäà÷èòå, ìÿñòîòî íà îïèñàíèå â äè-

ñåðòàöèîííèÿ òðóä è íàïðàâåíèòå ïóáëèêàöèè

Âðúçêàòà ìåæäó ïðèíîñèòå, çàäà÷èòå, ìÿñòîòî íà îïèñàíèå â äèñåðòàöè-

îííèÿ òðóä è íàïðàâåíèòå ïóáëèêàöèè ñà ñëåäíèòå:

Ïðèíîñ Ãëàâà Ïàðàãðàô Ñòàòèÿ Äîêëàä

I 2 2.1,2.2,2.3 1

II 2 2.5 b)

III 3 3.1 2 a)

IV 3 3.2 3 c)

V 4 4.3,4.4,4.5 (in progress)

Áëàãîäàðíîñòè

Èçêàçâàì ñâîÿòà äúëáîêà áëàãîäàðíîñò è ïðèçíàòåëíîñò êúì ìîèòå íà-

ó÷íè ðúêîâîäèòåëè ïðîô. äí Áîÿí Çëàòàíîâ è äîö. ä-ð Õðèñòèíà Êóëèíà çà

âñè÷êî, íà êîåòî ìå íàó÷èõà, äîêàòî ñå îáó÷àâàõ â äîêòîðñêàòà ïðîãðàìà. Èñ-

êàì äà áëàãîäàðÿ íà êîëåãèòå îò êàòåäðàòà çà ïîäêðåïàòà. Áëàãîäàðåíà ñúì

è íà ìîåòî ñåìåéñòâî, êîåòî âèíàãè ìå å ïîäêðåïÿëî è íàñúð÷àâàëî.
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