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Дисертационния труд е обсъден и насрочен за защита на раз-
ширен катедрен съвет на катедра „Математически анализ“ при Факул-
тет по математика и информатика на Пловдивски университет „Паи-
сий Хилендарски“, проведен на 12.02.2024г.

Дисертационния труд „Аналитични методи за решаване на ня-
кои класове размити интегро-диференциални уравнения“ се състои
от увод, четири глави, заключение и библиография. Библиографията
съдържа 103 заглавия. Общият обем на дисертационния труд е 107
страници. Списъкът на авторските публикации включва 5 заглавия.

Материалите по защитата са на разположение за интересува-
щите се в секретариата на ФМИ, Нова сграда на ПУ "Паисий Хилен-
дарски бул. "България"№ 236, каб. 330, всеки работен ден от 8:30 до
17:00 часа.

Номерацията на теоремите, лемите, забележките и дефиници-
ите в автореферата съвпада с тяхната номерация в дисертационния
труд.
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Увод

Увод
Актуалност на дисертационния труд

Един от основните инструменти на приложната математика е
интегралното уравнение. Много клонове на науката и инженерството
естествено съдържат интегрални уравнения. Функционални уравне-
ния, като частични диференциални уравнения, интегрални и интегро-
диференциални уравнения, стохастични уравнения и други често се
създават, когато проблемите от реалния свят се моделират математи-
чески. Интегро-диференциалните уравнения са общият компонент на
математическите описания на физичните явления. Те могат да бъдат
намерени в динамиката на течностите, в биологичните модели и хими-
ческата кинетика. Интегро-диференциалните уравнения възникват в
многобройни физически процеси, включително образуването на стък-
ло [31], нанохидродинамика [20], капкова кондензация [28], вълни
на вятъра в пустинята [7] и биологичен модел [25].

В някои случаи информацията за възникналите проблеми от
реалния живот е изпълнена с несигурност. Тази несигурност е резул-
тат от няколко фактора, като грешки в измерването, недостатъчни
данни или ако са въведени ограничителни условия. Така че е необ-
ходимо да имаме математически инструменти, за да разберем тази
несигурност. Следователно, формирането на удобен и приложим ал-
горитъм е важно за постигане на точна математическа структура,
която да ги обработва и решава.

Размитите диференциални и интегрални уравнения са мощен
инструмент за моделиране на динамични системи, описващи процеси
и явления от математическата физика, размитите финансови и иконо-
мически системи и размитата финансова математика. Те се характе-
ризират с данни, които не са точно определени [34, 11, 27, 32, 35] има
загуба на част от тях или се получават от повече от един източник.

През последните години много учени са допринесли за изслед-
ване и изучаване на решенията на размитите интегро-диференциални
уравнения, използвайки различни числени и аналитични техники. Те-
зи техники включват хомотопно смутен метод [1, 24], метод на Picard
[5, 26] декомпозиционен метод на Laplace и Adomian [2, 9, 16], деком-
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Увод

позиционен метод на Sumudu [3, 21], размит диференциално - тран-
сформиращ метод [6, 23], обобщен линеен метод [22] и други. Съ-
ществуването и единствеността на решението на размитити интегро-
диференциални уравнения са изследвани в [12, 19, 26, 30].

Размитата теория на частните диференциални и интегро-диференциалните
уравнения е нов и важен клон на размитата математика. Той има ши-
роки приложения поради факта, че много практически проблеми в
индустриалното инженерство, компютърните науки, физиката, изкус-
твения интелект и изследването на операциите могат да бъдат пре-
образувани в не точни стойности от частен ред. Темата за размитите
частни интегро-диференциални уравнения привлича вниманието на
изследователите напоследък, защото се счита за мощен инструмент,
чрез който да се представят неясни параметри и да се борави с техните
динамични системи в естествени размити среди. Наистина, той има го-
лямо значение в теорията на размития анализ и неговите приложения
в моделите на размития контрол, изкуствения интелект, квантовата
оптика, теорията на измерването на атмосферата и т.н. [4, 8, 10, 12].

Цели и задачи на дисертационния труд

Основните обекти на изследване в дисертационния труд са не-
линейно размито интегро-диференциално уравнение на Volterra-Fredholm,
линейно размито интегро-диференциално уравнение на Volterra и ли-
нейно частно размито интегро-диференциално уравнение на Volterra.

Основните цели на дисертационния труд са следните:

1. Да се разшири математическият апарат на нелинейните размити
интегро-диференциални уравнения, необходим за изследване на
съществуването и единствеността на решението им.

2. Да се конструират размити декомпозационни методи за намира-
не на приближените решения на нелинейното размито интегро-
диференциално уравнение на Volterra-Fredholm.

3. Да се дефинират и изследват размити интегрални трансфор-
мации, необходими за намирането на точните решения на ли-
нейно размито интегро-диференциално уравнение на Volterra и
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Увод

линейно частно размито интегро-диференциално уравнение на
Volterra.

Целите на настоящия дисертационен труд са постигнати чрез
решаване на следните задачи:

а) Намиране на достатъчни условия за съществуване и единстве-
ност на решението на нелинейно размито интегро-диференциално
уравнение на Volterra-Fredholm.

б) Конструиране на размит вариант на метода на разлагане на
Adomian за намиране на приближеното решение на нелинейно
размито интегро-диференциално уравнение на Volterra-Fredholm.
Намиране на достатъчни условия за сходимостта на метода и по-
лучаване оценка на грешката.

в) Дефиниране и изследване на размит вариант на трансформа-
цията на Sumudu. Използването й за конструиране на размит
декомпозиционен метод за намиране на приближеното решение
на нелинейното размито интегро-диференциално уравнение на
Volterra-Fredholm.

г) Дефиниране и изследване на размитата трансформация на Natural.
Прилагането й за намиране на точното решение на линейно раз-
мито интегро-диференциално уравнение на Volterra, с размита
конволюция.

д) Използване на размитата трансформация на Sumudu за нами-
ране на точното решение на линейно частното размито интегро-
диференциално уравнение на Volterra.

е) Дефиниране и изследване на размитата двумерна трансформа-
ция на Natural. Прилагането й за намиране на точното решение
на линейно частното размито интегро-диференциално уравнение
на Volterra.

Структура на дисертационния труд

Настоящият дисертационен труд е посветен на намирането на
приближени и точни решения на някои класове размити интегро-
диференциални уравнения, като са използвани аналитични методи.
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Глава 2. Декомпозиционни методи за решаване на НРИДУВФ

Съдържа 107 страници и се състои от увод, четири глави, заключе-
ние и библиография. Съдържа 9 графики и 1 таблици.

Кратък обзор на дисертационния труд
Глава 1. Кратък обзор

Глава първа е обзорна и в нея са дадени основни дефиниции
и теореми, които се използват в дисертационния труд. Тя се състои
от 5 параграфа.

В параграф § 1.1 са дадени същността на размитите мно-
жества, дефиниция за тях и операциите върху размити множества.

В параграф § 1.2 са дадени дефиниция за размито число,
както и някои негови представяния, аритметиката на размитите числа
и разликата на Hukuhara.

В параграф § 1.3 са дадени дефиниции и основни свойства
за размитите функции на една променлива, размита производна и
интеграл.

В параграф § 1.4 са дадени дефиниции и основни свойства
за размитите функции на две променливи, размита частна производна
и размит интеграл.

В параграф § 1.5 е разгледан популационният модел на
Volterra, който описва растежа на популацията в рамките на затворе-
на система.

Глава 2. Декомпозиционни методи за решаване на
НРИДУВФ

Втора глава се състои от 3 параграфа, в които има отделни
секции, за по-голяма яснота на изследването.

В Параграф § 2.1 е разгледан метода на разлагане на Adomian
за нелинейното размито интегро-диференциално уравнение на Volterra-
Fredholm (НРИДУВФ)
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Глава 2. Декомпозиционни методи за решаване на НРИДУВФ

В Подпараграф § 2.1.1 е направена постановка на задачата
за НРИДУВФ.

k∑
j=0

pj ⊙ u(j)(x) = g(x)⊕ (FR)
∫ x

a
k1(x, s)⊙G1(u(s))ds⊕

⊕(FR)
∫ b

a
k2(x, s)⊙G2(u(s))ds,

(1)

с начални условия

u(j)(a) = bj , j = 0, 1, 2, ..., k − 1, (2)

където pj : [a, b] → R, k1, k2 : [a, b] × [a, b] → R, G1, G2 : E1 → E1

са непрекъснати функции в E1 и g, u : [a, b] → E1 и са непрекъснати
размити числени стойности на функциите bj ∈ E1, j = 0, 1, ..., k − 1

and a, b ∈ R.
В Подпараграф § 2.1.2 е даден параметричният вид на

уравнение 1.

u(x, r) = 1
pk
L−1(g(x, r)) + 1

pkk!

x∫
a

(x− s)
k
k1(x, s)G1(u(s, r))ds+

+ 1
pk

b∫
a

L−1(f2(x))h2(s)G2(u(s, r)))ds−

− 1
pk(k−1)!

k−1∑
j=0

pj
x∫
a

(x− s)
(k−1)

u(j)(s, r)ds+

+
k−1∑
j=0

1
j! (x− a)

j
bj(r),

(3)

Аналогично получаваме

u(x, r) = 1
pk
L−1(g(x, r)) + 1

pkk!

x∫
a

(x− s)
k
k1(x, s)G1(u(s, r))ds+

+ 1
pk

b∫
a

L−1(f2(x))h2(s)G2(u(s, r)))ds−

− 1
pk(k−1)!

k−1∑
j=0

pj
x∫
a

(x− s)
(k−1)

u(j)(s, r)ds+

+
k−1∑
j=0

1
j! (x− a)

j
bj(r),

(4)

В Подпараграф § 2.1.3 е конструиран размит вариант на
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Глава 2. Декомпозиционни методи за решаване на НРИДУВФ

метода на разлагане на Adomian и е приложен за намиране на прибли-
женото решение на изследваното уравнение.

Нека неизвестните функции (u(x, r), u(x, r)) търсим от вида

u(x, r) =

∞∑
i=0

ui(x, r), u(x, r) =

∞∑
i=0

ui(x, r) (5)

Означаваме
Dj(u(x)) =

dju(x)

dxj
, j = 0, 1, ..., k − 1.

Нелинейните оператори G1(u), G1(u), G2(u), G2(u), Dj(u) и
Dj(u) са безкрайни редове от полиноми, зададени чрез равенствата

G1(u) =
∞∑
i=0

Ai(u0, u1, ..., ui), G1(u) =
∞∑
i=0

Ai(u0, u1, ..., ui),

G2(u) =
∞∑
i=0

Bi(u0, u1, ..., ui), G2(u) =
∞∑
i=0

Bi(u0, u1, ..., ui),

Dj(u) =
∞∑
i=0

Lij
(u0, u1, ..., ui), Dj(u) =

∞∑
i=0

Lij (u0, u1, ..., ui),

(6)

където Ai = (Ai, Ai), Bi = (Bi, Bi), Lij = (Lij
, Lij ) при i ≥ 0 са така

наречените полиноми на Adomian дефинирани чрез

Ai(u0, u1, ..., ui) =
1
i!

di

dλi

[
G1

( ∞∑
n=0

λnun

)]
λ=0

,

Ai(u0, u1, ..., ui) =
1
i!

di

dλi

[
G1

( ∞∑
n=0

λnun

)]
λ=0

,

Bi(u0, u1, ..., ui) =
1
i!

di

dλi

[
G2

( ∞∑
n=0

λnun

)]
λ=0

,

Bi(u0, u1, ..., ui) =
1
i!

di

dλi

[
G2

( ∞∑
n=0

λnun

)]
λ=0

,

Lij(u0, u1, ..., ui) =
1
i!

di

dλi

[
Dj

( ∞∑
n=0

λnun

)]
λ=0

,

Lij(u0, u1, ..., ui) =
1
i!

di

dλi

[
Dj

( ∞∑
n=0

λnun

)]
λ=0

.

(7)

Модифицираният метод на разлагане на Adomian се основа-
ва на предположението, че функциите G(x, r) и G(x, r) може да се
разделят на две части, а именно
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Глава 2. Декомпозиционни методи за решаване на НРИДУВФ

G(x, r) = G1(x, r) +G2(x, r),

G(x, r) = G1(x, r) +G2(x, r),

където

G1(x, r) = b0(r), G2(x, r) =
1

pk
L−1(g(x, r)) +

k−1∑
j=1

1

j!
(x− a)

j
bj(r),

G1(x, r) = b0(r), G2(x, r) =
1

pk
L−1(g(x, r)) +

k−1∑
j=1

1

j!
(x− a)

j
bj(r).

Като резултат получаваме рекурентната формула

u0(x, r) = b0(r),

u1(x, r) = 1
pk
L−1(g(x, r)) +

k−1∑
j=1

1
j! (x− a)

j
bj(r)+

+ 1
pkk!

x∫
a

(x− s)
k
k1(x, s)A0ds+

1
pk

b∫
a

L−1(f2(x))h2(s)B0ds−

− 1
pk(k−1)!

k−1∑
j=0

pj
x∫
a

(x− s)
(k−1)

L0j
ds

...

ui+1(x, r) = 1
pkk!

x∫
a

(x− s)
k
k1(x, s)Aids+

1
pk

b∫
a

L−1(f2(x))h2(s)Bids−

− 1
pk(k−1)!

k−1∑
j=0

pj
x∫
a

(x− s)
(k−1)

Lij
ds

(8)
В Подпараграф § 2.1.4 са намерени достатъчни условия за

съществуване и единственост на решението на уравнението.
Нека са изпълнени следните условия:

(i) g ∈ C([a, b], E1), ki ∈ C([a, b]× [a, b],R+), i = 1, 2;

(ii) съществува Li ≥ 0 и Lj ≥ 0 такова, че D(Gi(u), Gi(v)) ≤ LiD(u, v)

иD(Dj(u), Dj(v)) ≤ LjD(u, v) за всяко u, v ∈ E1, i = 1, 2, j = 0, 1, ..., k−
1

(iii) α = (L1M1 + L2M2 + kLM)(b− a) < 1, където∣∣∣∣∣k1(x, s)(x− s)
k

k!pk

∣∣∣∣∣ ≤M1,

∣∣∣∣ 1pkL−1(f2(x))h2(s)

∣∣∣∣ ≤M2,

∣∣∣∣∣ (x− s)
(k−1)

pj
pk(k − 1)!

∣∣∣∣∣ ≤Mj ,

10



Глава 2. Декомпозиционни методи за решаване на НРИДУВФ

j = 0, 1, ..., k − 1, a ≤ s ≤ x ≤ b, M = max|Mj |, L = max|Lj |.

Теорема 2.1.1. Нека са изпълнени условията (i) − (iii). Тогава ин-
тегралните уравнения (3) и (4) имат единствено решение.

В Подпараграф § 2.1.5 е доказана сходимостта на метода
и е получена оценката на грешката между точното и приближеното
решение на изследваното уравнение

Теорема 2.1.2. Безкрайния ред u(x, r) =
∞∑
i=0

ui(x, r) получен от (3)

е сходящ, ако 0 < α < 1 и |u1(x, r)| <∞.

Теорема 2.1.3. Нека са изпълнени условията (i)− (iii). Тогава мак-
сималната абсолютна грешка на решението (5) на интегралните
уравнения (3) и (4) се дава с неравенствата

max
x∈J

|u(x, r)−
m∑
i=0

ui(x, r)| ≤
αmb

1− α
(M1ϕ1 +M2ϕ2 +Mϕ3), (9)

max
x∈J

|u(x, r)−
m∑
i=0

ui(x, r)| ≤
αmb

1− α
(M1ϕ1 +M2ϕ2 +Mϕ3), (10)

В Параграф § 2.2 е дефинирана размитата трансформация
на Sumudu. Дадени са някои нейни свойства и е приложена за размити
производни.

В Подпараграф § 2.2.1 е дадена дефиниция за размита
трансформация на Sumudu и нейната обратна.

Дефиниция 2.2.1. Нека w : R+ → E1 е непрекъсната размита фун-
кция и функцията e−x ⊙ w(ux) е интегруема в несобствен смисъл в
R+. Тогава

(FR)

∞∫
0

e−x ⊙ w(ux)dx,

се нарича размита трансформация на Sumudu и се означава с

W (u) = S[w(x)] = (FR)

∞∫
0

e−x ⊙ w(ux)dx, (11)

11



Глава 2. Декомпозиционни методи за решаване на НРИДУВФ

за u ∈ [−σ1, σ2], където променливата u се съпоставя на променливата
x и σ1, σ2 > 0.

Дефиниция 2.2.3. Размитата обратна трансформация на Sumudu
се дава с формулата

S−1 [W (u)] = w(x) =
(
s−1[W (u, r)], s−1[W (u, r)]

)
, (12)

където

s−1[W (u, r)] =
1

2πı

γ+ı∞∫
γ−ı∞

e
x
uW (u, r)du

s−1[W (u, r)] =
1

2πı

γ+ı∞∫
γ−ı∞

e
x
uW (u, r)du

За всяко r ∈ [0, 1] функциите W (u, r) и W (u, r) са аналитични функ-
ции за всяко Reu ≥ γ, където γ е реална константа, която е избрана
по подходящ начин.

В Подпараграф § 2.2.2 са дадени свойства за размита тран-
сформация на Sumudu.

Теорема 2.2.2. Нека c1, c2 са произволни константи. Тогава

S[c1 ⊙ f(x)⊕ c2 ⊙ g(x)] = c1 ⊙ S[f(x)]⊕ c2 ⊙ S[g(x)] =

= c1 ⊙ F (u)⊕ c2 ⊙G(u).

Теорема 2.2.3. Нека a и b са произволни константи. Тогава

S[eax ⊙ f(x)] =
1

1− au
F

(
u

1− au

)
.

В Подпараграф § 2.2.3 е представена размита конволюция.

Дефиниция 2.2.4. Нека k, w : R+ → R са размити интегруеми
функции. Тогава размитата конволюция на k(x) и w(x) се дава с ра-
венството

(k ∗ w)(x) = (FR)

x∫
0

k(x− s)⊙ w(s)ds. (13)

12



Глава 2. Декомпозиционни методи за решаване на НРИДУВФ

Символът ∗ означава размита конволюция.

Теорема 2.2.6. Нека k, w : R+ → R са размити интегруеми фун-
кции, за които съществува размитата трансформация на Sumudu,
т. е. s[k(x)] = K(u) и S[w(x)] =W (u). Тогава

S[(k ∗ w)(x)] = us[k(x)]⊙ S[w(x)]. (14)

В Подпараграф § 2.2.4 са дадени основни свойства на раз-
митата трансформация на Sumudu, свързани с размити производни.

Теорема 2.2.7. Нека w : R → E1 е непрекъсната размита функция.
Функциите e−x ⊙w(ux), e−x ⊙w(n)(ux) са интегруеми в несобствен
смисъл в R+. Тогава

S
[
w(n)(x)

]
=

dn

dxn
[S[w(x)]], (15)

където n ∈ N.

В Параграф § 2.3 е конструиран размит декомпозиционен
метода на Sumudu, който е комбинация на размитата трансформация
на Sumudu и размитият метод на разлагане на Adomian.

В Подпараграф § 2.3.1 е направена постановка на задачата
за РДМС.

w(n)(x) = g(x)⊕ (FR)
x∫
0

k1(x− s)⊙G1(w(s))ds⊕

⊕(FR)
b∫
0

k2(x− s)⊙G2(w(s))ds,
(16)

с начални условия

w(i)(0) = bi, i = 0, 1, 2, ..., n− 1, (17)

където k1, k2 : [0, b] → R, G1, G2 : E1 → E1 са непрекъснати функции
в E1 и g, w : [a, b] → E1 са непрекъснати размити функции и bi ∈ E1,
i = 0, 1, ...n− 1, b ∈ R.

В Подпараграф § 2.3.2 е приложена размитата трансфор-

13



Глава 3. Размита трансформация на Natural за решаване на
ЛРИДУВ

мация на Sumudu за уравнение ( 16).

w0(x, r) =
n∑

j=1

s−1
[
v(n−j)b(n−j)(r)

]
+ g(x, r),

w(i+1)(x, r) = s−1
[
v(n+1)s[k1(x)]s[Ai]

]
+ s−1

[
v(n+1)s[k2(x)]s[Bi]

]
,

(18)

w0(x, r) =
n∑

j=1

s−1
[
v(n−j)b(n−j)(r)

]
+ g(x, r),

w(i+1)(x, r) = s−1
[
v(n+1)s[k1(x)]s[Ai]

]
+ s−1

[
v(n+1)s[k2(x)]s[Bi]

]
.

(19)

Глава 3. Размита трансформация на Natural за ре-
шаване на ЛРИДУВ

Трета глава се състои от 3 параграфа, в които има отделни
секции, за по-голяма яснота на изследването.

В Параграф § 3.1 е направена постановка на задачата за ли-
нейното размито интегро-диференциално уравнение на Volterra(ЛРИДУВ)∫ x

0

k1(x−s)⊙w(s))ds⊕
∫ x

0

k2(x−s)⊙w(n)(s))ds = g(x), k2(x−s) ̸= 0

(20)
с начални условия

w(i)(0) = bi, i = 0, 1, 2, ..., n− 1, (21)

където k1, k2 : [a, b]× [a, b] → R, са непрекъснати функции в E1, g, u :

[a, b] → E1 са непрекъснати размити функции и bi, (i = 0, 1, ..., n− 1)

са константи.
В Параграф § 3.2 е получена трансформацията на Natural

от интеграла на Fourier и е свързана с трансформациите на Laplace и
Sumudu.

В Подпараграф § 3.2.1 е дадена дефиниция за размитата
трансформация на Natural и връзката между тях.

Дефиниция 3.2.3. Нека w : R+ → E1 е непрекъсната размита фун-

14



Глава 3. Размита трансформация на Natural за решаване на
ЛРИДУВ

кция и размитата функция

e−sx ⊙ w(ux)

e интегруема в несобствен смисъл в R+. Тогава

(FR)

∞∫
0

e−sx ⊙ w(ux)dx

се нарича размита трансформация на Natural и се означава с

W [s;u)] = N [w(x)] = (FR)

∞∫
0

e−sx ⊙ w(ux)dx, (22)

където s и u са променливи на трансформацията.
В Подпараграф § 3.2.2 са дадени свойства на размитата

трансформация на Natural (РТН).

Теорема 3.2.4. Нека c1, c2 са произволни константи. Тогава

N [c1 ⊙ f(x)⊕ c2 ⊙ g(x)] = c1 ⊙N [f(x)]⊕ c2 ⊙N [g(x)] =

= c1 ⊙ F [s;u]⊕ c2 ⊙G[s;u)].

Теорема 3.2.5. Нека f : R+ → E1 е размита функция, за която
N [f(x)] = F [s;u]. Тогава

N [f(ax)] =
1

a
F [
s

a
;u)],

където a е произволна константа.

Теорема 3.2.6. Нека a и b са произволни константи. Тогава

N [e−ax ⊙ f(x)] = F [s+ a;u].

В Подпараграф § 3.2.3 е дадена размитата конволюция.

Дефиниция 3.2.6. Нека k, w : R+ → R са размити интегруеми
функции. Тогава размитата конволюция на k(x) и w(x) се дава с ра-
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ЛРИДУВ

венството

(k ∗ w)(x) = (FR)

x∫
0

k(x− τ)⊙ w(τ)dτ,

където символът ∗ означава размитата конволюция.

Теорема 3.2.9. Нека k, w : R+ → R са размити функции, за които
съществува размитата трансформация на Natural, т. е. n[k(x)] =
K[s;u] и N [w(x)] =W [s;u]. Тогава

N [(k ∗ w)(x, t)] = un[k(x)]⊙N [w(x)]. (23)

В Подпараграф § 3.2.4 са получени нови резултати, свър-
зани с РТН за размити производни от m-ти ред.

Теорема 3.2.10. Нека w : R+ → E1 е размита функция. За всяко x >
0 и m ∈ N съществува непрекъсната gH-производна от (m − 1)−ви
ред и съществува dmw(x)

dxm . Функциите

e−sx ⊙ w(ux), e−sx ⊙ dmw(ux)

dxm

са интегруеми в несобствен смисъл в R+ × R+. Тогава

N

[
dmw(x)

dxm

]
=

dm

dxm
N [w(x)]. (24)

В Параграф § 3.3 е приложена размитата трансформация на
Natural за размитото линейното интегро-диференциалното уравнение
на Volterra.

N

[
(FR)

x∫
0

k1(x− τ)⊙ w(τ)dτ

]
⊕N

[
(FR)

x∫
0

k2(x− τ)⊙ w(m)(τ)dτ

]
=

= N [g(x)].

(25)
използвайки размитата конволюция (23) получаваме

un[k1(x)]⊙N [w(x)]⊕ un[k2(x)]⊙N [w(m)(x)] = N [g(x)]. (26)
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Прилагаме Теорема 3.2.5 и от началните условия (21), получаваме

un[k1(x)]n[w(x, r)]+un[k2(x)]

[
sm

um
n[w(x, r)]−

m∑
q=1

s(q−1)

uq
b(m−q)(r)

]
= n[g(x, r)]

un[k1(x)]n[w(x, r)]+un[k2(x)]

[
sm

um
n[w(x, r)]−

m∑
q=1

s(q−1)

uq
b(m−q)(r)

]
= n[g(x, r)].

Следователно

umn[k1(x)]n[w(x, r)] + smn[k2(x)]n[w(x, r)] =

= u(m−1)n[g(x, r)] + n[k2(x)]
m∑
q=1

s(q−1)u(m−q−1)b(m−q)(r),
(27)

umn[k1(x)]n[w(x, r)] + smn[k2(x)]n[w(x, r)] =

= um−1n[g(x, r)] + n[k2(x)]
m∑
q=1

s(q−1)u(m−q−1)b(m−q)(r),
(28)

Глава 4. Размити трансформации за решаване на
ЛЧРИДУВ

Четвърта глава се състои от 3 параграфа в които има от-
делни секции, за по-голяма яснота на изследването.

В Параграф § 4.1 е направена постановка на задачата за ли-
нейното частно размито интегро-диференциално уравнение на Volterra
(ЛЧРУДУВ).

m∑
i=1

ai ⊙ ∂iw(x,t)
∂xi ⊕

n∑
j=1

bj ⊙ ∂jw(x,t)
∂tj ⊕ c⊙ w(x, t) =

= g(x, t)⊕ (FR)
t∫
0

k(t− s)⊙ w(x, s)ds,
(29)

с начални условия

∂iw(x, 0)

∂tj
= ψj(x), i = 0, 1, ..., n− 1, (30)
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в гранични условия

∂iw(0, t)

∂xi
= φi(t), i = 0, 1, ...,m− 1, (31)

където k : [0, d] → R е непрекъсната функция, g, w : [0, b]×[0, d] → E1,
φi : [0, d] → E1, ψj : [0, b] → E1 са непрекъснати размити функции и
ai, i = 1, 2, ...m, bj , j = 1, 2, ...n, c, са константи.

В Параграф § 4.2 е използвана размитата трансформация на
Sumudu (РТС) за решаването на размити частни интегро-диференциални
уравнения.

В Подпараграф § 4.2.1 са дадени дефиниция за РТС за
функция на две променливи и нейната обратна. Освен това са дока-
зани, някои нейни основни свойства.

Дефиниция 4.2.1. Нека w : R+ ×R+ → E1 е непрекъсната размита
функция и функцията e−t ⊙ w(x, vt) е интегруема относно t в R+.
Тогава

(FR)

∞∫
0

e−t ⊙ w(x, vt)dt,

се нарича размита трансформация на Sumudu за функция на две про-
менливи и се означава с

W (x, v) = St[w(x, t)] = (FR)

∞∫
0

e−t ⊙ w(x, vt)dt, (32)

за v ∈ [−σ1, σ2], където променливата v се съпоставя на променливата
t в размитата функция и σ1, σ2 > 0.

Дефиниция 4.2.3. Размитата обратна трансформация на Sumudu
за функция на две променливи се дава с формулата

S−1
t [W (x, v)] = w(x, t) =

(
s−1
t [W (x, v, r)], s−1

t [W (x, v, r)]
)
, (33)

където

s−1
t [W (x, v, r)] =

1

2πı

δ+ı∞∫
δ−ı∞

e
t
vW (x, v, r)dv

18
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s−1
t [W (x, v, r)] =

1

2πı

δ+ı∞∫
δ−ı∞

e
t
vW (x, v, r)dv

За всяко r ∈ [0, 1] функциите W (x, v, r) и W (x, v, r) са аналитични
функции за всяко Rev ≥ δ, където δ е реална константа, която е
избрана по подходящ начин.

Теорема 4.2.2. Нека c1, c2 са произволни константи. Тогава

St[c1 ⊙ f(x, t)⊕ c2 ⊙ g(x, t)] = c1 ⊙ St[f(x, t)]⊕ c2 ⊙ St[g(x, t)] =

= c1 ⊙ F (x, v)⊕ c2 ⊙G(x, v).

Теорема 4.2.3. Нека a е произволна константа. Тогава

St[e
bt ⊙ f(x, t)] =

1

1− bv
F

(
x,

v

1− bv

)
.

В Подпараграф § 4.2.2 са дадени дефиниция и теорема за
размита конволюция.

Дефиниция 4.2.4. Нека k(t) и w(x, t) са размити интегруеми функ-
ции. Тогава размитата конволюция на k(t) и w(x, t) относно t се дава
с равенството

(k ∗ w)(x, t) = (FR)

t∫
0

k(t− s)⊙ w(x, s)ds. (34)

където символа ∗ означава размитата конволюция относно t.

Теорема 4.2.6. Нека k : R+ → R и w : R+ × R+ → R са размити
функции, за които съществува размитата двумерна трансформация
наSumudu , т. е. st[k(t)] = K(v) и St[w(x, t)] =W (x, v). Тогава

St[(k ∗ w)(x, t)] = vst[k(t)]⊙ St[w(x, t)]. (35)

В Подпараграф § 4.2.3 са получени основните свойства на
РТС за функция на две променливи, свързани с частни размити про-
изводни.
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Теорема 4.2.7. Нека w : R+ × R+ → E1 е непрекъсната функция.
Функциите

e−t ⊙ w(x, vt), e−t ⊙ ∂nw(x, vt)

∂tn

са интегруеми относно t в R+. Тогава

St

[
∂nw(x, t)

∂tn

]
=

∂n

∂tn
St[w(x, t)], (36)

където n ∈ N.

В Подпараграф § 4.2.3 се използва метода на РТС за из-
следваното уравнение, което се свежда до размито обикновено дифе-
ренциално уравнение.

Прилагаме РТС относно променливата t и получаваме

S

[
m∑
i=1

ai
∂iw(x,t)

∂xi

]
⊕ S

[
n∑

j=1

bj
∂jw(x,t)

∂tj

]
⊕ S[c⊙ w(x, t)] =

= S[g(x, t)]⊕ S

[
(FR)

t∫
0

k(t− s)⊙ w(x, s)ds

]
,

Използваме началните условия (30) и получаваме система обикновени
диференциални уравнения от m-ти ред .

m∑
i=1

ai
diW (x,v,r)

dxi +

(
n∑

j=1

bj
vj + c− vs[k(t)]

)
W (x, v, r)] =

= s[g(x, t, r)] +
n∑

j=1

j∑
k=1

bj
vk ψj−k

(x, r),

m∑
i=1

ai
diW (x,v,r)

dxi +

(
n∑

j=1

bj
vj + c− vs[k(t)]

)
W (x, v, r)] =

= s[g(x, y, r)] +
n∑

j=1

j∑
k=1

bj
vk ψj−k

(x, r).

В Параграф § 4.3 е изследвана размитата трансформация на
Natural (РТН) за решаването на размити частни интегро-диференциални
уравнения.

В Подпараграф § 4.3.1 са дадени дефиниция за размита
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двумерна трансформация на Natural (РДТН) за функция на две про-
менливи и нейната обратна.

Дефиниция 4.3.1. [15] Нека w : R+ × R+ → E1 е непрекъсната
размита функция. Допускаме, че размитата функция

e−(sx+pt) ⊙ w(ux, vt)

e интегруема в несобствен смисъл в R+ × R+. Тогава

(FR)

∞∫
0

(FR)

∞∫
0

e−(sx+pt) ⊙ w(ux, vt)dxdt

се нарича размита двумерна трансформация на Natural и се означава
с

W [(s, p); (u, v)] = N [w(x, t)] = (FR)

∞∫
0

(FR)

∞∫
0

e−(sx+pt)⊙w(ux, vt)dxdt,

(37)
където s, p > 0 и u, v > 0 са променливи на трансформацията.

Дефиниция 4.3.2. [15] Размитата двумерна обратна трансформация
на Natural се дава с формулата

N−1 [W [(s, p); (u, v)]] = w(x, y) =

=
(
n−1[W [(s, p); (u, v, r)]], n−1[W [(s, p); (u, v, r)]]

)
,

където

n−1[W [(s, p); (u, v, r)]] =
1

2πı

γ+ı∞∫
γ−ı∞

e
sx
u du

1

2πı

δ+ı∞∫
δ−ı∞

e
py
v W [(s, p); (u, v, r)]dv,

и

n−1[W [(s, p); (u, v, r)]] =
1

2πı

γ+ı∞∫
γ−ı∞

e
sx
u du

1

2πı

δ+ı∞∫
δ−ı∞

e
py
v W [(s, p); (u, v, r)]dv.

За всяко r ∈ [0, 1] функциите W [(s, p); (u, v, r)] и W [(s, p); (u, v, r)] са
аналитични функции за всяко Reu ≥ γ и Rev ≥ δ, където γ и δ са
реални константи, които са избрани по подходящ начин.

В Подпараграф § 4.3.2 са дадени основни свойства на РДТН.
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Теорема 4.3.2. Нека c1, c2 са произволни константи. Тогава

N [c1 ⊙ f(x, t)⊕ c2 ⊙ g(x, t)] = c1 ⊙N [f(x, t)]⊕ c2 ⊙N [g(x, t)] =

= c1 ⊙ F [(s, p), (u, v)]⊕ c2 ⊙G[(s, p), (u, v)].

Теорема 4.3.4. Нека a и b са произволни константи. Тогава

N [e(−ax−bt) ⊙ f(x, t)] = F [(s+ a, p+ b); (u, v)].

В Подпараграф § 4.3.3 са дадени дефиниция и теорема за
размита конволюция.

Дефиниция 4.3.4. Нека k(t) и w(x, t) са размити интегруеми функ-
ции. Тогава размитата конволюция на k(t) и w(x, t) относно t се дава
с равенството

(k ∗ w)(x, t) = (FR)

t∫
0

k(t− s)⊙ w(x, s)ds,

където символът ∗ означава размитата конволюция относно t.

Теорема 4.3.7. Нека k : R+ → R и w : R+ × R+ → R са размити
функции, за които съществува размитата двумерна трансформация
на Natural, т. е. n[k(t)] = K[p; v] и N [w(x, t)] =W [(s, p); (u, v)]. Тогава

N [(k ∗ w)(x, t)] = vn[k(t)]⊙N [w(x, t)]. (38)

В Подпараграф § 4.3.4 са получени нови резултати за РДТН
размити частни производни от m-ти ред.

Теорема 4.3.8. Нека w : R+×R+ → E1 е размита функция. За всяко
x > 0 и m ∈ N съществува непрекъсната частна gH-производна от
(m− 1)−ви ред, относно x и съществува ∂mw(x,t)

∂xm . Функциите

e−(sx+pt) ⊙ w(ux, vt), e−(sx+pt) ⊙ ∂mw(ux, vt)

∂xm

са интегруеми в несобствен смисъл в R+ × R+. Тогава

N

[
∂mw(x, t)

∂xm

]
=

∂m

∂xm
N [w(x, t)]. (39)
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В Подпараграф § 4.3.5 се използва двумерната размита
трансформация на Natural за намирането на точното решение на ЛРЧИ-
ДУВ.
Прилагаме РДТН за уравнеие (29) и получаваме

N

[
m∑
i=1

ai
∂iw(x,y)

∂xi

]
⊕N

[
k∑

j=1

bj
∂jw(x,y)

∂yj

]
⊕N [c⊙ w(x, y)] =

= N [g(x, y)]⊕N

[
(FR)

t∫
0

k(t− s)⊙ w(x, s)ds

]
.

Използваме размитата конволюция () и намираме

N

[
m∑
i=1

ai
∂iw(x,y)

∂xi

]
⊕N

[
k∑

j=1

bj
∂jw(x,y)

∂yj

]
⊕N [c⊙ w(x, y)] =

= N [g(x, y)]⊕ vN [k(t)]⊙N [w(x, t)].

От теоремите за размити частни производни от m-ти ред и началните
условия, получаваме(

m∑
i=1

ais
i

ui +
k∑

j=1

bjp
j

vj + vn[k(t)] + c

)
n[w(x, t, r)] =

= n[g(x, t, r)] +
m∑
i=1

i∑
q=1

ais
(q−1)

uq n
[
φ(i−q)(t, r)

]
+

k∑
j=1

j∑
q=1

bjp
(q−1)

vq n
[
ψ(j−q)(x, r)

]
,

(
m∑
i=1

ais
i

ui +
k∑

j=1

bjp
j

vj + vn[k(t)] + c

)
n[w(x, t, r)] =

= n[g(x, t, r)] +
m∑
i=1

i∑
q=1

ais
(q−1)

uq n
[
φ(i−q)(t, r)

]
+

k∑
j=1

j∑
q=1

bjp
(q−1)

vq n
[
ψ
(j−q)

(x, r)
]
.
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Заключение
Резюме на получените резултати

По мнение на автора основните приноси в настоящия дисертацио-
нен труд са:

1. Намерени са достатъчни условия за съществуване и единственост на
решението на нелинейно размито интегро-диференциално уравнение
на Voltera-Fredholm.

2. Конструиран е размит аналитичен метод, използващ метода на разла-
гане на Adomian за намиране на приближеното решение на нелинейно
размито интегро-диференциално уравнение на Volterra-Fredholm. На-
мерени са достатъчни условия за сходимостта на метода и е получена
оценка на грешката.

3. Конструирана е размита трансформация на Sumudu. Намерени са
достатъчни условия за съществуване на трансформацията и прила-
гането ѝ за обикновени и частни размити производни.

4. Конструиран е размит аналитичен метод, който е комбинация от раз-
митата трансформацията на Sumudu и метода на разлагане на Adomian
за намиране на приближеното решение за нелинейното размито интегро-
диференциално уравнение на Volterra-Fredholm.

5. Конструирана е размита трансформация на Natural за намиране на
точното решение на линейно размито интегро-диференциално урав-
нение на Volterra с конволюционно ядро. Намерени са достатъчни
условия за съществуването на трансформацията и връзката ѝ с тран-
сформациите на Laplace и Sumudu.

6. Конструиран е размит аналитичен метод, който използва размития
вариант на трансформацията на Sumudu за намиране на точното ре-
шение на линейно частно размито интегро-диференциално уравнение
на Volterra.

7. Конструирана е размита двумерна трансформация на Natural за на-
миране на точното решение на линейно частно размито интегро-диференциално
уравнение на Volterra. Намерени са достатъчни условия за съществу-
ването на трансформацията и прилагането й за размити частни про-
изводни.
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