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Актуалност и цел на дисертационния труд

Актуалност и цел на дисертационния труд

Актуалност

Теорията на неподвижните точки и изследването на сходимостта на ите-
рационни методи, с висок ред на сходимост, за апроксимиране на нули на
полиноми оформят два обширни раздела от съвременната математика, кои-
то са тясно свързани помежду си. Те са едни от най-актуалните съвременни
математически проблеми, тъй като намират множество приложения както
в теоретични, така и в приложни изследвания. Едно от най-основните при-
ложения на итерационните методи е числено решаване на полиномни урав-
нения с коефициенти в произволно нормирано поле и числено решаване на
операторни уравнения в банахови пространства.

Проблема за намиране на теореми за съществуване, единственост и ап-
роксимиране на неподвижни точки на изображения в метрични простран-
ства добива актуалност през 1922 година, с първата публикация на Ба-
нах [2], в която той формулира своята знаменита теорема за неподвижни
точки на свиващите изображения, известна като принцип на Банах за сви-
ващите изображения. В наши дни тази област продължава да се развива
интензивно и е в основата на редица методи за решаване на диференциални,
интегрални и нелинейни операторни уравнения. Важно е да се отбележи, че
първите дълбоки обобщения на теоремата на Банах са получени от Бра-
удър [6] (1968), Бойд и Вонг [5] (1969) и Чирич [11] (1971), а наскоро
Пройнов и Николова [83] и Пройнов [72] получават теореми, с които
обобщават множество теореми за неподвижни точки, в това число и спо-
менатите три резултата. През 2006 и 2007, Пройнов [59, 62], използвайки
понятията контролна функция от висок ред и итерационно свиващо изоб-
ражение, получава теореми, които обобщават теоремата на Банах. Тези две
работи се превръщат в отправна точка за една обща теория за сходимост
на итерационни процеси от типа на Пикар, развита от Пройнов в периода
2009-2021 година, в статиите [63, 64, 66, 69, 67, 71, 73]. Всъщност, тази тео-
рия задава метод на изследване, който се заражда в статията [59] и може
да се нарече метод на функцията на началните условия.

От друга страна, през последните 60 години, силно нараства интересът
на математиците към изследването на сходимостта на итерационни методи
за апроксимиране на нули на полиноми. През 1994 година Сендов, Анд-
реев и Кюркчиев [94], а наскоро МакНаме [30] (2007 г.) и МакНаме и
Пан [31] (2013 г.) публикуват монографии, които са посветени изцяло на то-
зи проблем. Подробен обзор на итерационните методи за нули на полиноми
е направен в статията на Пан [43], от 1997 година.
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През 1891 година Вайерщрас [102] предлага качествено нов подход за
апроксимиране на нули на полиноми. Той публикува първия метод за ед-
новременна (симултантна) апроксимация на всичките нули на комплексен
полином (метод на Вайерщрас). Първата монография, изцяло посветена
на методите за симултантна апроксимация на нули на полиноми, е публи-
кувана през 1989 година от Петкович [46], макар че две години по-рано
българският математик Любомир Илиев посвещава една глава от своя-
та монография [20, Гл. 5] на тези методи. Следващите монографии, които
засягат итерационните методи за симултантна апроксимация на всичките
нули на даден полином, принадлежат на Сендов, Андреев и Кюркчиев
[94, Гл. 4] (1994), Петкович, Херцег и Илич [52] (1997), Кюркчиев [26,
Гл. 1, 2, 3, 6] (1998), Петков и Кюркчиев [45] (2000), МакНаме [30, Гл.
4] (2007), Петкович [48] (2008), Илиев и Кюркчиев [19, Гл. 6] (2010) и
Чира [10] (2012).

Метод на Вайерщрас.

Както споменахме, през 1891 година, Вайерщрас [102] публикува пър-
вия метод за симултантна апроксимация на всичките нули на комплексен
полином f , който се дефинира с итерационната формула

x(k+1) = x(k) −W (x(k)), (1)

където W се дефинира в Kn с W (x) = (W1(x), . . . ,Wn(x)) и

Wi(x) =
f(xi)

ao
∏

j 6=i(xi − xj)
, (2)

където a0 е старшият коефициент на f . В същата статия, Вайерщрас [102]
доказва теорема за полулокална сходимост на метода (1), която не предос-
тавя начални условия, гарантиращи сходимост, а само доказва тяхното съ-
ществуване. Като следствие от тази теорема се получава основната теорема
на алгебрата, която гласи, че полето на комплексните числа е алгебрично
затворено. Така Вайерщрас дава първото конструктивно доказателство на
основната теорема на алгебрата. Независимо, че много автори причисляват
работата на Вайерщрас към алгебрата, тя всъщност е една великолепна ра-
бота, която лежи на границата между математическия анализ, числените
методи и алгебрата.

През 1913 година Кюршак [25] посочва, че аргументите на Вайерщрас,
с които той доказва своята теорема, са в сила за произволно алгебрично
затворено поле с абсолютна стойност, а не само за полето на алгебричните
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числа. Той доказва, че всяко такова поле може да бъде разширено до пълно
алгебрично затворено поле с абсолютна стойност.

През 1960 година Дюран [14], през 1962 година Дочев [12] и през
1966 година, Кернер [22] и Прешич [58] преоткриват метода на Вайер-
щрас, поради което той е често срещан в литературата под името метод
на Вайерщрас-Дочев, метод на Дюран-Кернер и др. Важно е да се отбеле-
жи обаче, че Дочев [12] доказва първата теорема за локална сходимост за
метода на Вайерщрас. След това, теореми за локална сходимост на метода
на Вайерщрас са доказани от Кюркчиев и Марков [24] (1983), Ванг и
Чао [100] (1991), Хопкинс, Маршал, Шмид и Злобек [17] (1994), Ти-
ли [97] (1998), Хан [16] (2000), Ниел [40] (2001), Якобсон [104] (2002),
Пройнов и Петкова [84] (2013) и Пройнов и Василева [88] (2015).

През 1980 година Прешич [57] е първият, след Вайерщрас, който пуб-
ликува теорема за полулокална сходимост на метода. През следващите три
десетилетия редица автори получават теореми за полулокална сходимост на
метода при различни начални условия: Ченг [107, 108] (1982, 1987), Ванг
и Чао [106, 101] (1993, 1995), Петкович, Карстенсен и Трайкович [49]
(1995),Петкович [47] (1996),Петкович и Херцег [50] (1996),Петкович,
Херцег и Илич [53] (1998), Батра [3] (1998), Хан [16] (2000), Петкович и
Херцег [51] (2001). През 2006 година Пройнов [59, 60] публикува теорема
за полулокална сходимост на този метод, която обобщава и подобрява всич-
ки предходни резултати в това направление. През 2014 година Пройнов
и Петкова [86], използвайки идеи на Вайерщрас [102], получават тео-
рема за полулокална сходимост на метода на Вайерщрас при съществено
различни начални условия, която може да се разглежда като количествен
вариант на резултата на Вайерщрас. Малко по-късно, Пройнов [66] предс-
тавя обширно изследване на локалната и полулокална сходимост на метода
на Вайерщрас, резултатите от което подобряват и допълват всички пред-
ходни резултати от този вид и така, поне за сега, поставят точка на това
направление.

Модифициран метод на Вайерщрас.

През 2016, Неджибов [34] публикува два метода, които се явяват мо-
дификации на метода на Вайерщрас (1). Първият от тях съвпада с метода
на Вайерщрас (1), когато f има само ненулеви корени, т.е. когато f(0) 6= 0,
вторият, който занапред ще наричаме модифициран метод на Вайерщрас,
се дефинира със следната итерационна редица:

x(k+1) = T (x(k)), k = 0, 1, 2, . . . , (3)
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където T е дефинирана в Kn с T (x) = (T1(x), . . . , Tn(x)) и

Ti(x) = x2i /(xi +W i(x)), (4)

а W i(x) е корекцията на Вайерщрас, дефинарана с (2).
В последните години, в поредица от статии, Неджибов [34, 35, 36, 38,

37, 39] доказа теореми за локална сходимост при различни начални условия
както и теорема за полулокална сходимост на модифицирания метод на
Вайерщрас (3).

Метод на Дочев и Бърнев.
Вторият метод за симултантна апроксимация в литературата е конс-

труиран от българските математици Дочев и Бърнев [13] през 1964 г.
Методът на Дочев и Бърнев се дефинира, чрез следната итерационна ре-
дица:

x(k+1) = T (x(k)) k = 0, 1, 2, . . . , (5)

където T е дефинирана в Kn, чрез T (x) = (T1(x), . . . , Tn(x)) с

Ti(x) = xi −
f(xi)

g′(xi)

(
2− f ′(xi)

g′(xi)
+

1

2

f(xi)

g′(xi)

g′′(xi)

g′(xi)

)
, (6)

а полинома g е дефиниран с g(z) = co
∏n

j=1(z− xj). През 1972, Прешич [56]
преоткрива метода на Дочев и Бърнев (5) като дефинира итерационната
функция T : D ⊂ Kn → Kn в следната еквивалентна форма:

Ti(x) = xi −Wi(x)

1−
∑
j 6=i

Wj(x)

xi − xj

 , (7)

където W i(x) е корекцията на Вайерщрас, дефинирана с (2).
През 1974, Милованович [32] дава едно елегантно извеждане на ме-

тода (5), а през 1983 г. методът (5) е преоткрит и от Танабе [96], поради
което става широко известен под името метод на Танабе (виж [48] и цити-
раната литуратура). Всъщност, това че итерационните функции (6) и (7)
са еквивалентни е доказано едва през 2016 г. от Пройнов [67, Теорема 4.1].

Локалната сходимост на метода на Дочев-Бърнев (5) е изследвана за
първи път от Семерджиев и Патева [93]. През 1982 г. Кюркчиев [23]
(виж също [94, Теорема 19.1]) доказва теорема, която подобрява резултата-
та на гореспоменатите автори. През 2011 г. Тосева, Кюркчиев и Илиев
[98, Теорема A] доказват теорема за локална сходимост за метода (5), ра-
ботейки с итерационната функция (7), но поради еквивалентността на (7)
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и (6) този резултат се оказва следствие от теоремата на Кюркчиев. Съвсем
наскоро, Павков, Кабаджов, Иванов и Иванов [44] получават теореми
за локална сходимост на една фамилия от симултантни методи, въведена
от Иванов [21] (2017), която включва като частен случай, метода на Дочев
и Бърнев.

Теореми за полулокална сходимост на метода на Дочев и Бърнев (Та-
набе) (5) са доказани от Петкович, Херцег и Илич [52, 53] и Илич и
Херцег [18]. През 2016 г. Пройнов [67, Теорема 4.5] доказва теорема за
полулокална сходимост на метода на Дочев и Бърнев (5), която обобщава и
подобрява всички предходни резултати от този вид, а Иванов [21] доказва
теорема за полулокална сходимост на споменатата фамилия от симултант-
ни методи, която включва метода на Дочев и Бърнев.

Метод на Ерлих (Бьорш-Зупан).
Следващият симултантен метод в литературата е конструиран от Ер-

лих [15] през 1967 г. и може да се дефинира чрез следната итерационна
редица:

x(k+1) = F (x(k)) k = 0, 1, 2, . . . , (8)

където F се дефинира в Kn с F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x)) и

Fi(x) = xi − f(xi)

f ′(xi)− f(xi)
∑
j 6=i

1

xi − xj

−1 . (9)

През 1970 година Бьорш-Зупан [4] публикува следния симултантен
метод:

x(k+1) = G(x(k)) k = 0, 1, 2, . . . , (10)

където G е дефинирана в Kn с G(x) = (G1(x), . . . , Gn(x)) и

Gi(x) = xi −Wi(x)

1 +
∑
j 6=i

Wj(x)

xi − xj

−1 . (11)

През 1982, Вернер [103] доказа, че итерационните функции (9) и (11) са
еквивалентни (виж също Карстенсен [7]).

Теореми за локална и полулокална сходимост, които подобряват всички
предходни резултати за метода на Ерлих (Бьорш-Зупан) са получени от
Пройнов [68, 67, 70], Иванов [21] и Павков, Кабаджов, Иванов и
Иванов [44].
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Методи с ускорена сходимост.
През 1977 г. Нурейн [41, 42] конструира два симултантни метода от

четвърти ред на сходимост, които са базирани на методите на Ерлих (8)
и Бьорш-Зупан (10). По-точно, единият се дефинира с x(k+1) = F(x(k)),
където F е дефинирана в Kn с F(x) = (F1(x), . . . ,Fn(x)) и

Fi(x) = xi −
f(xi)

f ′(xi)− f(xi)
∑
j 6=i

1

xi − xj + f(xj)/f ′(xj)

, (12)

а другия се дефинира с x(k+1) = G(x(k)), където G е дефинирана в Kn с
G(x) = (G1(x), . . . ,Gn(x)) и

Gi(x) = xi −
Wi(x)

1 +
∑
j 6=i

Wj(x)

xi − xj −Wi(x)

. (13)

Очевидно, всеки от тези методи се получава чрез комбиниране на две итера-
ционни функции. Първият се получава чрез комбиниране на итерационната
функция на Ерлих (9) с тази на знаменития метод на Нютон, а вторият е по-
лучен чрез комбиниране на итерационната функция на Бьорш-Зупан (11) с
итерационната функция на Вайерщрас (2) затова, в наши дни, тези методи
са известни (виж напр. [48, Глава 1]) под имената:

• Метод на Ерлих с корекция на Нютон;

• Метод на Бьорш-Зупан с корекция на Вайерщрас.

През 2006, Пройнов [61] публикува теорема за полулокална сходимост на
метода (13), а съвсем наскоро Пройнов и Василева [91] доказват тео-
реми за локална и полулокална сходимост на метода (12) и така всички
предходни резултати за тези два метода са продобрени.

След тези работи на Нурейн, много автори (виж напр. [54, 99, 55, 80,
27, 78]) започват да използват тази идея и да конструират и изследват раз-
лични методи с ускорена сходимост, които в настоящия дисертационен труд
ще наричаме симултантни методи с корекция. През 1987, Ванг и Ву [99]
са първите, които конструират и изследват метод с произволна корекция,
която обаче не води до ускоряване на сходимостта на методите. Съвсем
наскоро, Пройнов и Василева [92] конструират фамилия от симултан-
тни методи от типа на Ерлих, с произволна корекция и произволен ред
на сходимост, и изследват локалната и полулокалната и сходимост, а през
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2023, Пройнов и Иванов [79] конструират и изследват една фамилия от
симултантни методи от типа на Сакурай, Торий и Шугиура, с произволна
корекция и произволен ред на сходимост, за кратни нули на полиноми.

Цел на дисертационния труд

Целта на настоящия дисертационен труд е да се изпълнят следните за-
дачи:

Задача 1. Да се изследва сходимостта на модифицираният метод на Ва-
йерщрас (3) и да се получат теореми за локална и полулокална сходимост,
които обобщават, подобряват и допълват всички предходни резултати в
това направление.

Задача 2. Да се изследва локалната сходимост на метода на Дочев и
Бърнев (5) и да се получат теореми, които обобщават, подобряват и до-
пълват досегашните резултати от този вид.

Задача 3. Да се конструира една фамилия от симултантни методи от
типа на Дочев и Бърнев с корекция. Да се получат теореми за локална
и полулокална сходимост на новоконструираната фамилия, както и на
някои нейни конкретни членове.

Задача 4. Да се направи числена реализация на всички изследвани мето-
ди, като получените теореми за полулокална сходимост да се приложат
за компютърно доказване на тяхната сходимост.

Кратко изложение на получените резултати

Настоящият дисертационен труд е посветен на изследване сходимостта
на модифицирания метод на Вайерщрас (3) и на една, новоконструирана
фамилия от симултантни методи от типа на Дочев и Бърнев, с ускорена
сходимост, която включва, като частен случай, класическия метод на Дочев
и Бърнев (5).

Дисертационният труд се състои от увод, четири глави, заключение и
библиография. Заключението включва: резюме на получените резултати,
списък на публикациите по дисертационния труд, апробация на получените
резултати и декларация за оригиналност.

Ще изложим, накратко, съдържанието на дисертационния труд по глави
и параграфи.
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Глава 1. Обща теория за сходимост на итерационни про-
цеси в конусно нормирани пространства

Тази глава има реферативен характер и е посветена на общата теория
за сходимост на итерционни процеси в конусно нормирани пространства,
въведена от Пройнов [63, 64, 66, 69, 67, 71, 73] в периода 2009-2021 г.

В Параграф 1.1 са изложени някои основни понятия от теорията на
полетата и теорията на конусно нормираните пространства, които лежат в
основата на настоящия дисертационен труд.

В Параграф 1.2 са представени някои неравенства в Kn, които играят
важна роля в доказателствата на нашите резултати.

Занапред, с K[z] ще означаваме пръстена на полиномите, на една про-
менлива, над полето K. Също така, считаме че векторното пространство Rn

е снабдено с частична наредба � , дефинирана с x � y ⇔ xi ≤ yi за всички
i ∈ In и векторното пространство Kn е снабдено с p-норма ‖ · ‖p и с конусна
норма ‖ · ‖, дефинирани с

‖x‖ = (|x1|, . . . , |xn|) и ‖x‖p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

(1 ≤ p ≤ ∞).

Освен това дефинираме функциите d : Kn → Rn и δ : Kn → R+ чрез

d(x) = (d1(x), . . . , dn(x)) с di(x) = min
j 6=i
|xi − xj | и δ(x) = min

i 6=j
di(x) (14)

и за два вектора x ∈ Kn и y ∈ Rn използваме означението x/y за вектор
в Rn дефиниран с x/y = (|x1|/y1, · · · , |xn|/yn) при условие че y има само
ненулеви координати. За дадено p (1 ≤ p ≤ ∞), винаги определяме число q
чрез 1 ≤ q ≤ ∞ с 1/p+ 1/q = 1 и за числото n ∈ N, дефинираме числата
a = (n− 1)1/q и b = 21/q.

Основната цел на Параграф 1.3 е да представи някои основни резул-
тати от теорията на Пройнов [63, 64, 66, 69, 67, 71, 73] за сходимост на
итерационни процеси от типа на Пикар xk+1 = Txk, k = 0, 1, 2, . . . ,където
T : D ⊂ X → X е итерационна функция в конусно метрично пространство
X над телесно векторно пространство. Основна роля в тази теория играе
понятието функция на началните условия.

Нека f ∈ K[z] е полином от степен n ≥ 2. Вектор ξ ∈ Kn се нарича век-
торен корен на полинома f ∈ K[z], ако f(z) = a0

∏n
i=1(z−ξi) за всяко z ∈ K,

където a0 ∈ K. Нека ξ ∈ Kn е векторен корен на f . Примери за функции на
началните условия, които се използват при доказване на теореми за сходи-
мост на методи за едновременна апроксимация на нули на полиноми са:

11
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• Функция E : Kn → R+, дефинирана с равенството

E(x) =

∥∥∥∥x− ξd(ξ)

∥∥∥∥
p

. (15)

• Функция E : D→ R+, дефинирана с равенството

E(x) =

∥∥∥∥x− ξd(x)

∥∥∥∥
p

. (16)

• Функция Ef : Kn → R+, дефинирана с равенството

Ef (x) =

∥∥∥∥Wf (x)

d(x)

∥∥∥∥
p

. (17)

Всички формулирани по-горе функции на началните условия се изпол-
зват в настоящия дисертационен труд за доказване на основни резултати.

През 2021 година, Пройнов [73] доразвива своята теория със следва-
щите дефиниции, които използваме за доказателството на теоремите за
локална сходимост в Параграф 2.2 на Глава 2, в Глава 3 и Глава 4.

Дефиниция 1.14 ([73]). Функцията F : D ⊂ Kn → Kn се нарича итерацион-
на функция от първи вид в точка ξ ∈ D, ако съществува квази-хомогенна
функция φ : J → R+ от точен ред m ≥ 0 такава, че за всеки вектор x ∈ Kn с
E(x) ∈ J е в сила x ∈ D и ‖F (x)− ξ ‖ � φ(E(x)) ‖x− ξ ‖, където функцията
E : Kn → R+ е дефинирана с (15). Функцията φ ще наричаме контролна
дункция на F .

Дефиниция 1.15 ([73]). Функцията F : D ⊂ Kn → Kn се нарича итераци-
онна функция от втори вид в точка ξ ∈ Kn, ако съществува ненулева
квази-хомогенна функция β : J → R+ такава, че за всеки вектор x ∈ D с
E(x) ∈ J е в сила x ∈ D и ‖F (x)− ξ ‖ � β(E(x)) ‖x− ξ ‖, където функци-
ята E : D → R+ е дефинирана с (16). Функцията β се нарича контролна
функция на F .

В Параграф 1.4 са представени няколко теореми на Пройнов [69], ко-
ито дават възможност да трансформираме теореми за локална сходимост
от първи и втори вид в такива за полулокална сходимост. Ще отбележим,
че теоремите за полулокална сходимост са теореми с компютърно прове-
рими начални условия и оценки на грешките, което им придава голяма
практическа стойност.
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Глава 2. Нови резултати за един модифициран метод на
Вайерщрас

Тази глава се състои от пет параграфа и е посветена на изследване
сходимостта на модифицирания метод на Вайерщрас (3).

В Параграф 2.1 е изследвана локалната сходимост от първи вид на
модифицирания метод на Вайерщрас (3). В този параграф е представен и
първия основен резултат в дисертационния труд, който подобрява и допъл-
ва всички предходни резултати от вида за този метод:

Теорема 2.1. Нека f ∈ K[z] е полином от степен n ≥ 2, който има n
прости нули в K такива, че f(0) 6= 0, ξ ∈ Kn е векторен корен на f и
1 ≤ p ≤ ∞. Нека също x(0) ∈ Kn е начално приближение, удовлетворяващо
условието

E(x(0)) =

∥∥∥∥x(0) − ξ∆(ξ)

∥∥∥∥
p

<
1

b
и Φ(E(x(0))) < 2, (18)

където функцията ∆: Kn → Rn е дефинирана с

∆(x) = (∆1(x), . . . ,∆n(x)) и ∆i(x) = min{|xi|, di(x)} (i ∈ In), (19)

а реалната функция Φ е дефинирана с

Φ(t) =
1 + t

1− t

(
1 +

a t

(n− 1)(1− bt)

)n−1

.

Тогава итерационната редица (3) е коректно дефинирана и сходяща квад-
ратично към ξ с оценки на грешката за всяко k ≥ 0

‖x(k+1) − ξ ‖ � λ2
k

‖x(k) − ξ ‖ и ‖x(k) − ξ ‖ � λ2
k−1 ‖x(0) − ξ ‖, (20)

където λ = φ(E(x(0))) с φ, дефинирана чрез

φ(t) =
ψ(t)− 1 + t

1− t− t ψ(t)
и ψ(t) =

(
1 +

a t

(n− 1)(1− bt)

)n−1

. (21)

В сила е и следната оценка на асимптотичната константата:

lim sup
k→∞

‖x(k+1) − ξ‖p
‖x(k) − ξ‖2p

≤ a+ 1

∆̃(ξ)
, (22)

където ∆̃(ξ) = min{δ(ξ), γ(ξ)}, δ(ξ) = mini6=j |ξi − ξj | и γ(ξ) = mini∈In |ξi|.

13



Глава 2. Нови резултати за един модифициран метод на Вайерщрас

В Параграф 2.2 е изследвана локалната сходимост от втири вид на
метода (3).

Преди да форумулираме основния резултат, дефинираме функциите γ
и β, както следва

γ(t) =

(
1 +

a t

n− 1

)n−1

и β(t) =
γ(t)− 1 + t γ(t)

1− t γ(t)
. (23)

Следващата теорема, която подобрява резултат на Неджибов [39], е
основният резултат в този параграф.

Теорема 2.2. Нека f ∈ K[z] е полином от степен n ≥ 2, който има n
прости нули в K и ξ е векторен корен на f . Нека x(0) ∈ Kn е начал-
но приближение с различни и ненулеви координати, което удовлетворява
налното условие

E(x(0)) =

∥∥∥∥x(0) − ξ∆(x(0))

∥∥∥∥
p

< η и Φ(E(x(0))) ≤ 2, (24)

където реалната функция Φ е дефинирана с Φ(t) = (1 + (2 + b)t) γ(t)с γ, де-
финирана чрез (23), а η е единственото решение на уравнението t γ(t) = 1
в интервала [0,∞). Тогава, итерационната редица (3) е коректно дефи-
нирана и Q-квадратично сходяща към ξ със следните оценки на грешката
за всяко k ≥ 0:

‖x(k+1) − ξ ‖ � θ λ2
k

‖x(k) − ξ ‖ и ‖x(k) − ξ ‖ � θk λ2
k−1 ‖x(0) − ξ ‖, (25)

където λ = φ(E(x(0))), θ = ψ(E(x(0))), φ = β/ψ и ψ(t) = 1 − bt(1 + β(t)).
Освен това, е в сила оценката на асимптотичната константа (22).

В Параграф 2.3 е получена следната теорема за полулокална сходи-
мост на метода (3):

Теорема 2.3. Нека f ∈ K[z] е полином от степен n ≥ 2, и нека x(0) ∈ Kn

е начално приближение с различни ненулеви координати, което удовлет-
ворява началното условие

Ef (x(0)) =

∥∥∥∥W (x(0))

∆(x(0))

∥∥∥∥
p

<
R(1 + (b− 1)R)

(1 + bR)(1 + (a+ b− 1)R)
, (26)

където R е дефинирано с R =
n−1√

h−1
b (

n−1√
h−1)+a/(n−1)

, а числото h е дефинирано
с

h =
3b− a− 1 +

√
(3b− a− 1)2 + 8(b+ 1)(a+ 1− b)

2(b+ 1)
.
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Тогава f притежава само прости нули в K и итерационната редица (3) е
коректно дефинирана и сходяща квадратично към векторен корен ξ на f .

В Параграф 2.4 са приведени числени примери, които показват при-
ложимостта на Теорема 2.3.

ВПараграф 2.5 e представeно теоретично и числено сравнение на кла-
сическия метод на Вайерщрас и модифицирания метод на Вайерщрас.

Глава 3. Нови резултати за метода на Дочев и Бърнев

Трета глава се състои от два параграфа и е посветена на изследване
локалната сходимост на метода на Дочев и Бърнев (5).

В Параграф 3.1 е доказна теорема за локална схосимост от първи вид.
Преди да формулираме теоремата, дефинираме функции φ и µ, чрез

φ(t) = (µ(t)−1)2+
at2 µ(t)2

(1− t)(1− bt)
и µ(t) =

(
1 +

a t

(n− 1)(1− b t)

)n−1

. (27)

Теорема 3.1. Нека f ∈ K[z] е полином от степен n ≥ 2, който има
n прости нули в K, ξ ∈ Kn е векторен корен на f и 1 ≤ p ≤ ∞. Нека
x(0) ∈ Kn е начално приближение, удовлетворяващо

E(x(0)) < 1/b и Φ(E(x(0))) < 2, (28)

където E е дефинирана с (15), а Φ е дефинирана с

Φ(t) = µ(t)

(
1 +

at2

(1− t)(1− bt)

)
с µ дефинирана, чрез (27). Тогава итерационната редица на Дочев и Бърнев
(5) е коректно дефинирана и Q-кубично сходяща към ξ със следните оценки
на грешката за всяко k ≥ 0:

‖x(k+1) − ξ ‖ � λ3
k

‖x(k) − ξ ‖ и ‖x(k) − ξ ‖ � λ(3
k−1)/2 ‖x(0) − ξ ‖, (29)

където λ = φ(E(x(0))) и φ е дефинирана с (27). Освен това имаме и след-
ната оценка на асимптотичната константа:

lim sup
k→∞

‖x(k+1) − ξ‖p
‖x(k) − ξ‖3p

≤ a

δ(ξ)2
, (30)

където δ е дефинирана с (14).
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В Параграф 3.2 е доказан вторият основен резултат в тази глава, кой-
то е теорема за локална сходимост от втори вид за метода на Дочев и
Бърнев (5).

За нуждите на теоремата, дефинираме функция β чрез

β(t) = (µ(t)− 1)2 +
a t2 µ(t)2

1− t
, където µ(t) =

(
1 +

a t

n− 1

)n−1

(31)

и функциите Ψ и ψ както следва:

Ψ(t) = 1− bt− β(t)(1 + bt) и ψ(t) = 1− bt(1 + β(t)). (32)

Теорема 3.2. Нека f ∈ K[z] е полином от степен n ≥ 2, който има n
прости нули в K, ξ ∈ Knе векторен корен на f и 1 ≤ p ≤ ∞. Нека, също
така, x(0) ∈ D е вектор, удовлетворяващ началното условие

E(x(0)) < 1 и Ψ(E(x(0))) ≥ 0, (33)

където E е дефинирана с (16), а Ψ е дефинирана с (32). Тогава методът
на Дочев и Бърнев (5) е коректно дефиниран и Q-кубично сходяща към ξ
със следните оценки на грешката за всяко k ≥ 0:

‖x(k+1)− ξ ‖ � θλ3
k

‖x(k)− ξ ‖ и ‖x(k)− ξ ‖ � θkλ(3
k−1)/2 ‖x(0)− ξ ‖, (34)

където λ = φ(E(x(0))), θ = ψ(E(x(0))), φ = β/ψ и ψ е дефинирана с (32).

Глава 4. Нова фамилия от методи с ускорена сходимост

Четвърта глава се състои от шест параграфа и е посветена на изследване
сходимостта на една новоконструирана фамилия от симултантни методи от
типа на Дочев и Бърнев, с ускорена сходимост.

В Параграф 4.1 е конструирана една нова фамилия от симултантни
методи, която наричаме метод на Дочев и Бърнев с корекция, и е изслед-
вана локалната и сходимост от първи вид.

Нека Ω: D ⊂ Kn → Kn е произволна итерационна функция, тогава де-
финираме следната фамилия от методи:

x(k+1) = T(x(k)), k = 0, 1, 2, . . . , (35)

където T е дефинирана с T(x) = (T1(x), . . . ,Tn(x)) и

Ti(x) = xi − 2Wi(x) + Wi(x)2

f ′(xi)
f(xi)

−
∑
j 6= i

1

xi − Ωj(x)

 ,
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Глава 4. Нова фамилия от методи с ускорена сходимост

а Wi(x) е дефинирана с Wi(x) = f(xi)/(a0
∏
j 6= i

(xi − Ωj(x))).

Нека, за произволна квази-хомогенна функция ω : J → R+ от точна сте-
пен m ≥ 0 и n ≥ 2, дефинираме функцията γ : J → R+ със следното равен-
ство

γ(t) = t (1 + ω(t)q)1/q . (36)

Като използваме функцията γ, дефинираме функцията φ, чрез следното
равенство

φ(t) = (µ(t)− 1)2 +
aµ(t)2ω(t) t2

(1− t)(1− γ(t))
с µ(t) =

(
1 +

a t ω(t)

(n− 1)(1− γ(t))

)n−1

.

(37)

Теорема 4.1. Нека f ∈ K[z] е полином от степен n ≥ 2, който има n
прости нули в K, ξ ∈ Kn е векторен корен на f , и нека Ω: D ⊂ Kn → Kn е
итерационна функция от първи вид в ξ с контролна функция ω : J → R+

от точна степен m ≥ 0. Нека x(0) ∈ Kn е начално приближение, удовлет-
воряващо условията

E(x(0)) ∈ J, γ(E(x(0))) < 1 и Φ(E(x(0))) < 2, (38)

където E е дефинирана с (15), γ е дефинирана с (36), а Φ е дефинирана по
следния начин

Φ(t) = µ(t)

(
1 +

aω(t) t2

(1− t)(1− γ(t))

)
(39)

с µ, дефинирана чрез (37). Тогава итерационната редица (35) е коректно
дефинирана и сходяща към ξ с Q-ред r = m + 3 и със следните оценки на
грешката за всяко k ≥ 0:

‖x(k+1) − ξ ‖ � λr
k

‖x(k) − ξ ‖ и ‖x(k) − ξ ‖ � λ
rk−1
r−1 ‖x(0) − ξ ‖, (40)

където λ = φ(E(x0)), а φ е дефинирана с (37). Освен това имаме следната
оценка на асимптотичната константа:

lim sup
k→∞

‖x(k+1) − ξ‖p
‖x(k) − ξ‖rp

≤ a

δ(ξ) r−1 lim
t→0+

ω(t)

tm
, (41)

където δ е дефинирана с (14).

В Параграф 4.2 е получена теорема за локална сходимост от втори
вид за метода (35).
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Глава 4. Нова фамилия от методи с ускорена сходимост

Преди да формулираме тази теорема, за произволна квази-хомогенна
функция ω : J → R+ от точна степенm ≥ 0, дефинираме функцията γ както
следва:

γ(t) =

{
t (1 + ω(t)), ако Ω не е идентитета,
0, ако Ω е идентитета. (42)

Като използваме функцията γ, дефинираме функция β както следва:

β(t) = (µ(t)− 1)2 +
aµ(t)2ω(t) t2

(1− t)(1− γ(t))
, (43)

където µ е дефинирана с (37).
Следващата теорема е основният резултат в този параграф.

Теорема 4.2. Нека f ∈ K[z] е полином от степен n ≥ 2, който има n
прости нули в K, ξ ∈ Kn е векторен корен на f , и нека Ω: D ⊂ Kn → Kn е
итерационна функция от втори вид в ξ с контролна функция ω : J → R+

от точна степенm ≥ 0. Нека x(0) ∈ Kn е начално приближение с различни
координати, удовлетворяващо началното условие

E(x(0)) ∈ J ∩ [0, 1), γ(E(x(0))) < 1 и Ψ(E(x(0))) ≥ 0, (44)

където функцията E е дефинирана с (16), а функцията Ψ е дефинирана,
чрез (32) с β дефинирана с (43). Тогава итерационната редица (35) е ко-
ректно дефинирана и сходяща към ξ с Q-ред r = m + 3 и със следните
оценки на грешката за всяко k ≥ 0

‖x(k+1) − ξ ‖ � θ λr
k

‖x(k) − ξ ‖ и ‖x(k) − ξ ‖ � θk λ
rk−1
r−1 ‖x(0) − ξ ‖, (45)

където λ = φ(E(x(0))), θ = ψ(E(x(0))), ψ е дефинирана с (32) с β, дефини-
рана чрез (43), а φ = β/ψ.

В Параграф 4.3, като следствия от Теорема 4.1 и Теорема 4.2, са по-
лучени теореми за локална сходимост от първи и втори вид на следните
членове на фамилията (35):

(i) Метод на Дочев-Бърнев (DB), ако Ω(x) = x.

(ii) Метод на Дочев-Бърнев с корекция на Вайерщрас (DBW),
ако Ω е итерационната функция на Вайерщрас, дефинирана с (2).

(iii) Метод на Дочев-Бърнев с корекция на Нютон (DBN), ако Ω е
итерационната функция на Нютон Ωi(x) = xi − f(xi)/f

′(xi).
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Резюме на получените резултати

(iv) Метод на Дочев-Бърнев с корекция на Ерлих (DBE), ако Ω е
итерационната функция на Ерлих, дефинирана в Kn с (9).

(v) Метод на Дочев-Бърнев с корекция на Халей (DBH), ако Ω е
итерационната функция на Халей, дефинирана в Kn с

Ωi(x) = xi −
f(xi)

f ′(xi)

(
1− 1

2

f(xi)

f ′(xi)

f ′′(xi)

f ′(xi)

)−1
.

В Параграф 4.4 е получена следната теорема за полулокална сходи-
мост на метода на Дочев и Бърнев с корекция (35):

Теорема 4.3. Нека f ∈ K[z] е полином от степен n ≥ 2 и функцията
Ω: D ⊂ Kn → Kn е итерационна функция от втори вид с контролна фун-
кция ω : J→ R+ от точна степен m ≥ 0. Нека, също така, x(0) ∈ Kn е
начално приближение с различни координати, удовлетворяващо начал-
ните условия: Ef (x(0)) < 1/(1 +

√
a)2, h(Ef (x(0))) ∈ J , γ(h(Ef (x(0)))) < 1 и

Ψ(h(Ef (x(0)))) ≥ 0, където функциите Ef , γ и Ψ са дефинирани с (17), (42)
и (32), с β, дефинирана чрез (43), а h е дефинирана с

h(t) = 2t/
(

1− (a− 1)t+
√

(1− (a− 1)t)2 − 4t
)
. (46)

Тогава f има само прости нули в K и методът (35) е коректно дефиниран
и сходящ към векторен корен ξ на f с Q-ред r = m+ 3.

В Параграф 4.5, като следствие от Теорема 4.3, са получени теореми
за полулокална сходимост на горепосочените конкретни членове на фами-
лията (35).

В Параграф 4.6 са разгледани два числени примера, които показват
приложимостта на Теорема 4.3 и акцентират върху поведението на разгле-
даните конкретни членове на фамилията (35).

Заключение

Резюме на получените резултати
Основните приноси в настоящия дисертационен труд са:

1. Получени са две нови теореми за локална сходимост, с априорни и
апостериорни оценки на грешката и оценка на асимптитичната конс-
танта на един модифициран метод на Вайерщрас (Теорема 2.1 и Теоре-
ма 2.2). Получените теореми подобряват и допълват всички предходни
резултати от този вид за този метод.
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2. Получена е теорема за полулокална сходимост за модифицирания ме-
тод на Вайерщрас (Теорема 2.3), която подобрява и допълва предход-
ните резултати от този вид. Тази теорема е от голямо практическо
значение, тъй като предоставя изчислително проверими начално ус-
ловие и оценка на грешката.

3. На базата на получените резултати е направено теоретично и числе-
но сравнение на модифицирания метод на Вайерщрас с класическия
метод на Вайерщрас (Параграф 2.5). Дадени са числени примери, в
които теоремата за полулокална сходимост е приложена за компю-
търно доказване на квадратичната сходимост на двата метода (Па-
раграф 2.4).

4. Получени са две теореми за локална сходимост на метода на Дочев и
Бърнев (Теорема 3.1 и Теорема 3.2), при два различни вида начални
условия, с оценки на грешката, както и оценка на асимптотичната
константа. Първата от тях обобщава, подобрява и допълва всички
предходни резултати от този вид, а другата е първа по рода си в
математическата литература.

5. Конструирана е една фамилия от симултантни методи от типа на До-
чев и Бърнев (метод на Дочев и Бърнев с корекция), с ускорена схо-
димост.

6. Получени са две теореми за локална сходимост на метода на Дочев
и Бърнев с корекция (Теорема 4.1 и Теорема 4.2), както и теореми
за локална сходимост от първи и от втори вид за четири конкретни
метода, получени чрез използване на най-знаменитите итерационни
функции в литературата, а именно тези на Вайерщрас, Нютон, Ерлих
и Халей. Доказано е, че редът на сходимост на първите два метода е
четвърти, а на другите два, пети.

7. Получена е теорема за полулокална сходимост за метода на Дочев
и Бърнев с корекция (Теорема 4.3), както и за споменатите четири
конкретни метода. Дадени са числени примери, в които тези резултати
се прилагат за компютърно доказване на сходимостта на четирите
метода, при зададен полином и зададено начално приближение.

Списък на публикациите по дисертационния труд

Основните резултати от дисертационния труд са публикувани в следните
три научни статии:
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Апробация на получените резултати

1. Plamena I. Marcheva, Stoil I. Ivanov, Convergence analysis of a
modified Weierstrass method for the simultaneous determination of poly-
nomial zeros, Symmetry, 12(9): Article No. 1408, 19 pages, 2020,
Q2 (IF 2.713). https://doi.org/10.3390/sym12091408

2. Plamena I. Marcheva, Stoil I. Ivanov, On the semilocal convergence
of a modified Weierstrass method for the simultaneous computation of
polynomial zeros, AIP Conf. Proc., 2425: Article No. 420012, 4 pages,
2022. (SJR 0.177). https://doi.org/10.1063/5.0082007.

3. Petko D. Proinov, Plamena I. Marcheva, A new family of Dochev-
Byrnev type iterative methods with accelerated convergence, Sci. Works
Union Sci. Bulg., 23(Series B) page 93–97, 2022. ISSN: 2534–9376.

Връзките между приносите, целите, задачите, мястото на описание в
дисертационния труд и направените публикации по темата са следните:

Принос Цел Задачи Параграф Публикации
1 1 1 2.1, 2.2 1
2 1 1 2.3 1, 2
3 1 1, 4 2.4, 2.5 1, 2
4 1 2 3.1, 3.2 3
5 1 3 4.1 3
6 1 3 4.1, 4.2, 4.3 3
7 1 3, 4 4.4, 4.5 3
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2020. http://www.iecmsa.org/program/ (page 8)
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of a modified Weierstrass method for the simultaneous computation of
polynomial zeros, 18th International conference of numerical analysis and
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