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УВОД 
 

Напредъкът на науката и технологичното развитие е пряко свързано с възможността 

за математическо моделиране на сложни процеси. Математическото моделиране чрез 

компютърни симулации и числен анализ е способ за по-ефективни научни изследвания. 

Целта на този подход е откриване на зависимости между съществените параметри на 

модела, описващ даден реален процес и установяване на нови закономерности за 

изследвания модел. Научните изследвания са в основата на изграждането на нови 

технологии, базирани на установените закономерности. Изследването на самия обект чрез 

математическия модел, който го описва, прави възможно по-бързото и достатъчно точно 

изучаване на неговите свойства. 

 

0.1 Исторически обзор 
 
Основната цел на този параграф е да представи кратък преглед в исторически план на 

мястото и значението на ефекта на Джозефсон за физиката на кондензираната материя. Един 

от най-ярките макроскопически квантови ефекти, открит през 20 век, е ефектът на 

Джозефсон (наличието на специфичен компонент суперток 𝐼𝑠 в нетния електрически ток 𝐼, 

протичащ през слаб електрически контакт). През 1962 г. Брайън Д. Джозефсон – тогава 

докторaнт от университета в Кеймбридж прогнозира, че няколко нови явления “вероятно” 

трябва да се наблюдават в слаб електрически контакт (сега наричан джозефсонов контакт) 

между два свръхпроводника. Джозефсон предсказва, че свръхтокът 𝐼𝑠  трябва да бъде 

свързан с напрежението 𝑉  на контакта чрез много «необичайна» формула, която следва 

директно от основните идеи на квантовата механика и съдържа константата на Планк ℏ[44]. 

Физиците-експериментатори Андерсон и Роуел потвърждават този ефект през 1963 [2]. За 

това свое откритие Б. Д. Джозефсон получава нобелова награда по физика, което го прави 

един от шестимата нобелисти, имащи фундаментални приноси в областта на 

свръхпроводимостта [67]. Ще отбележим, че неговите резултати имат по-приложен 

характер и са в основата на създаването на редица нови технологии.  

В началото на 70-те години на миналия век става все по-очевидно, че е много удобно 

да се раздели теорията на джозефсоновите контакти на две отделни части: тази свързана с 

физиката на кондензираната материя и такава свързана с електромагнитната динамика. 

Целта на физиката на кондензираната материя е да се изградят адекватни модели и да се 

получат явни формули, свързващи функциите 𝐼(𝑡)(силата на тока) и 𝑉(𝑡)(напрежението на 

тока) от теорията на свръхпроводимостта, докато тази на електромагнитната динамика е да 

опише, на базата на получените формули, различните явления, наблюдавани в контактите 

на Джозефсон, и в технологичните вериги, съдържащи джозефсонови контакти. Ще 

отбележим, че частта на електромагнитната динамика от общата теория се оказва доста по-

сложна, отколкото изградената на базата на физиката на кондензираната материя. 

Независимо от това, някои доста адекватни модели на връзката 𝐼(𝑡) − 𝑉(𝑡) са били 

представени и експериментално валидирани и преди 1970 г. Основното, което трябва да се 

подчертае, че е била изградена надеждна микроскопска теория за най-важния тип 

джозефсонови контакти, тези от тунелен тип. (виж, например [48, 15] )  

Проблемите свързани с електромагнитната динамика са значително по-сложни 

главно поради наличието на следните два фактора.  



•Първият основен проблем е, че свръхтокът на Джозефсон има много необичайна и 

силно нелинейна зависимост от електромагнитното поле.  

•Вторият основен проблем е изключително високата чувствителност на свръхтока 

към електромагнитното поле, която води до неговата висока чувствителност към 

флуктуациите на електромагнитното поле и значителен брой от наблюдаваните свойства на 

връзките не могат да бъдат обяснени без отчитане на тези флуктуации. 

На практика наличието на тези фактори наложи почти повсеместно изучаването на 

голяма част от динамичните явления, включително някои свързани с тях ефекти, които са 

от общо значение за съвременната физика, да се провежда на базата на числен анализ на 

моделите и тяхната експериментална проверка. Това се оказа продължителен процес, който 

продължава активно и понастоящем. Достатъчно е да споменем само някои от тях: модели 

описвани с хаотични системи (нелинейни), които макар и детерминирани показват силна 

чувствителност към началните условия (наличие на странни фатрактори, точки на 

бифукация и т.н), вторични квантови макроскопични ефекти, включително макроскопично 

квантово тунелиране и интерференция, нови взаимодействия между класическата и 

квантова динамика, статистика на различен тип решения на моделите – солитони и т.н, 

фазови преходи в масиви от взаимно заключващи фази осцилатори, и анализ на 

перколационни модели (разглеждат се спадането на повърхностния потенциал на 

електретите не като обемен, а като повърхностен процес). Основната част от научните 

изследвания в днешно време са посветени на ефекта на Джозефсон и условно могат да бъдат 

разпределени в две направления [49, 15]. В първото, с помощта на различни подходи, 

провеждане на различни изчисления на тока на Джозефсон като основно те са 

концентрирани върху влиянието от анизотропията и многолентовите ефекти на 

свръхпроводящото състояние на различните типове джозефсонови контакти и тяхното 

отражение върху тока на Джозефсон; eкспериментално установяване на физически 

параметри, необходими за производство на джозефсонови контакти, и изследването на 

тяхното влияние върху фундаменталното съотношението ток-фаза (СТФ). Във второто 

направление се изследват динамичните свойства на джозефсоновите контакти основно чрез 

числен анализ на съответните математическите модели. Тези изследвания са концентрирани 

върху макроскопичните квантови ефекти на джозефсоновите контакти, както и влиянието 

на анхармоничното СТФ върху динамиката на Джозефсон, което е предмет и на част от 

изследванията в настоящия дисертационен труд.  

Актуална представа относно съвременните изследвания на динамиката на 

Джозефсон и свръхпроводимостта, както и за участието на български учени в тези 

изследвания, може да се получи от монографията [42], както и от съдържащата се в нея 

библиография.   



0.2 Цели и задачи на дисертационния труд 
 
В XXI-ви век еднa от актуалните сфери на науката е нанофизиката, а в приложен 

аспект съвременната наноелектроника е една от най-бързо развиващите семодерни области 

на пряко технологично приложение на фундаменталните изследвания в областта на 

физиката на кондензираната материя и по-специално на джозефсоновите контакти в 

различни материали. Настоящият дисертационен труд е посветен основно на 

математическото моделиране на джозефсонови контакти и структури от свръхпроводящата 

спинтроника. Голяма част от изследванията са проведени с помощта на компютърни 

симулации на разглежданите утвърдени физични модели, като изследванията са фокусирани 

основно към динамиката на магнитните моменти в джозефсоновите контакти. 

Ще отбележим, че годишно в списанията реферирани от Web of Science се появяват 

повече 2000 работи посветени на джозефсонови контакти и структури, което ясно показва, 

че темата на настоящия дисертационен труд е актуална. 

Важна роля в тези съображения играят физическите характеристики на магнитния 

поток 𝜑 (фазовата разлика на вълновите функции в свръхпроводящите слоеве), от които 

зависи токът на Джозефсон. За приложната физика и нанотехнологиите е от съществено 

значение да се изучават така наречените дълги джозефсонови контакти, които обикновено 

са система, съставена от два слоя свръхпроводящ метал, разделени от тънък диелектричен 

слой (тунелна бариера). Основната като размери (най-дългата) част от системата 

(джозефсонов контакт) се разполага по оста  x, докато по осите  y и z  линейните размери са 

пренебрежимо малки и в този аспект експериментално е доказано, че магнитният поток в 

джозефсоновите контакти зависи само от размера му по оста x в дълъг джозефсонов контакт. 

Пълният ток през джозефсоновите контакти съдържа компонента, наречен ``суперток'' (ток 

на Джозефсон) [51]. 

Добре известно е, че преобладаващата част от задачите, свързани с магнитните 

моменти в джозефсонов контакт (поради силната не линейност на техните модели) не могат 

да бъдат решени аналитично и основен инструмент за тяхното изследване е числения анализ 

посредством компютърни симулации. Нещо повече, численият анализ на 

многопараметрични физични задачи от типа на изследваните във втора и трета глава от 

дисертационния труд може да бъде много труден и дълъг процес. На практика съдържателен 

е този математически (числен) анализ, който позволява да бъде установена зависимост 

между някои от физичните параметри на модела и/или прогнозира настъпването на физични 

явления (ефекти) в резултат на установените зависимости. В този аспект международното 

сътрудничество с колегите от Обединения Институт по Ядрени Изследвания (ОИЯИ), 

Дубна, Руска Федерация, проф. дфмн. Елена Земляная, проф. дфмн. Юрий Шукринов, 

Илхом Рахмонов, Максим Башашин и други, спомогна да се селектират значимите 

резултати получени от множеството проведени симулации, за което им изказвам моята 

искрена благодарност.  



 

Основна цел на дисертационния труд: 
 

Цел на дисертационния труд се явява изследването и получаването на нова 

фундаментална информация за електродинамичните процеси в джозефсонови 

структури, и системи в свръхпроводящата спинтроника. 

 

Основни задачи на дисертационния труд: 
 

1. Провеждане на числен анализ на следните задачи: изследване за твърдост на 

многопараметрична нелинейна система обикновени диференциални уравнения с 

начални условия, описваща магнитната прецесия в джозефсонов контакт под влияние 

на външен ток; анализ на магнитното обръщане, проявяващо се при различни 

стойности на физичните параметри; изчисляване на времето за проявление в 

състояние на магнитно обръщане; изследване върху стабилизацията в магнитно 

обръщане. 

2. Разработване на комплекс от програмни модули, които да са имплементирани в 

потребителски софтуер за компютърна симулация на нелинейни многопараметрични 

физични диференциални задачи. С тяхна помощ да бъдат проведени изследванията в 

точки 1 и 3. 

3. Прилагане на различни числени методи от явен и неявен за решаване на на 

физическите модели описвани с нелинейни диференциални уравнения. 

4. Изследване на дълги джозефсонови контакти, моделирани с двойно синус-Гордън 

уравнение със следните цели: получаване на явни аналитични решения за 

разпределението на магнитния поток 𝜑 , при нулев външен ток; анализ на 

приложимостта на аналитичните решения при различни стойности на параметрите; 

получаване на фазови портрети и проследяване на тяхната промяна при изменение на 

физичните параметри. 

 

Уводът се състои от 3 параграфа: §0.1 съдържа кратък исторически обзор; §0.2 

кратък обзор на съвременното състояние на изследванията на динамичните свойства на 

джозефсоновите контакти, актуалността на тематиката. Тук са формулирани целите и 

задачите на дисертационния труд; §0.3 е даден списък с основните акроними (съкращения). 

Глава 1 има реферативен характер и в нея е представен кратък обзор на използваните 

в дисертационния труд математически методи. 

Глава 2 съдържа 4 параграфа и е посветена на изследването на проблеми свързани с 

динамиката на джозефсоновите контакти. Изследвани са три актуални физични проблема. 

В §2.1 е изследван магнитният поток в дълъг ДК. В следващия §2.2 изследванията са 

посветени на динамиката на магнитния момент за наномагнит в близост до джозефсонов 

контакт. В §2.3 е изследвана динамиката на магнитните моменти по пространствените 

координати на ДК. Представени са резултати от числено изследване на ефекта на магнитно 

обръщане в зависимост от физическите параметри, а в §2.4 са дадени направените изводи от 

исзледванията представени в глава 2. 

Глава 3 е посветена на изследването на магнитната прецесия в джозефсонов контакт 

под влияние на външен ток, която се описва математически чрез задача на Коши за 

многопараметрична нелинейна система обикновени диференциални уравнения. Особеното 



при използването на методите на числения анализ при това изследване е, че промяната на 

част от физичните параметри правят системата твърда. Твърдостта на системата изисква, 

освен използването на явни числени методи, използване и на по-комплицираните неявни 

числени методи за изследването й. В §3.1 е изследван спинтронен модел на джозефсонов 

контакт от тип СФС (свръхпроводник-феромагнит-свръхпроводник). В числения анализ, 

предвид спецификата на проблема (твърдостта на системата), са използвани 

четиристъпковия метод на Рунге-Кута и двустъпковия метод на Гаус-Лежандър, 

комбиниран с метода на неподвижната точка. Следващият §3.2 изследва влиянието на 

параметрите на модела върху обръщането на магнитния момент. Показано е, че 

реализацията на флип(обръщане) се характеризира с определена периодичност по 

отношение на величината на въртенето на спин-орбитата, параметърът на затихване на 

Хилберт и съотношението на енергията на Джозефсон към магнитната енергия. В §3.3. е 

проведен анализ на времето за проявление на магнитно обръщане при различни физични 

параметри. Всички изчисления се извършват с помощта на разработения софтуер [9] с 

внедряване на метода на Гаус-Лежандр за числено решаване на задачата на Коши за 

системата от нелинейни обикновени диференциални уравнения разгледана в § 3.1. 

Установено е, че състоянието на системата се нарушава чрез инжектиране на външен ток, 

след което магнитният момент се стабилизира в едно от стабилните си състояния, за които 

са описали §3.2, §3.3. В §3.4 са проведени числени паралелни симулации върху проявата на 

магнитно обръщане въз основата на програмите написани посредством Wolfram mathematica 

(виж [76]). Актуалността на изследването се дължи на уникалната способност да се 

контролират магнитните свойства на бариерата в наноструктурите на Джозефсон чрез 

свръхпроводящ ток, както и от друга страна със способността да влияе на тока на Джозефсон 

чрез магнитния момент на бариерата. В § 3.5. са изложени изводите от направените 

изследвания в предходните 4 параграфа. 

Глава 4 е посветена на намирането на аналитични решения и числения анализ на 

нелинейните модели на системи от дълги джозефсонови контакти. Изследванията основно 

са фокусирани върху разпределението на магнитния поток 𝜑 в дълги ДК, който в общия 

случай се описва със задача на Нойман за “двойното синус-Гордън” уравнение. Изслевани 

са условията за получаване на конкретно аналитично решение, както и физичните аспекти 

на задачата, т.е. при какви стойности на амплитудите и енергията се получава конкретното 

аналитично решение. В §4.1. са получени явни аналитични решения на стационарното 

двойно синус-Гордън уравнение, моделиращо разпределението на магнитния поток при 

нулев външен ток в клас дълги джозефсонови контакти. §4.2 е посветен на анализ и проверка 

на получените експлицитни достатъчни условия гарантиращи съществуването на явни 

аналитични решения на стационарното двойно синус-Гордън уравнение. В §4.3. е направен 

анализ на потенциала, чрез визуализиране на фазовите портрети на разгледания модел. 

Анализирана е връзката на фазовите портрети със стойностите на амплитудите на първата 

и втората хармонични в реда на Фурие и енергията на системата.  

  



КРАТКО СЪДЪРЖАНИЕ НА ДИСЕРТАЦИОННИЯ ТРУД 
 

1 ГЛАВА. Обзор на използваните в дисертационния труд 

математически методи 
 

В глава 1 е представен кратък обзор на използваните в дисертационния труд 

математически методи. Представени необходимите основни факти свързани с хармоничния 

анализ, като хилбертовите пространства и фуриевия анализ, приведени са основни факти от 

диференциалните уравнения, както и е направен е и кратък преглед на използваните методи 

от числения анализ.  

 

1.1 Основни сведения от хармоничния анализ и редовете на Фурие 
 

В този параграф сме дали определение за пълно метрично пространство, банахово 

пространство, хилбертово пространство, сепарабелно хилбертово пространство, 

характеристична функция както и общи свойства на редовете на Фурие.  

 

1.2  Задача на Коши (начална) за системи обикновени диференциални 

уравнения 
 
Нека разгледаме задача на Коши за систематаобикновени диференциални уравнения, 

записана във векторна форма: 

 𝑦′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)), (1) 

 

където 𝑦(𝑡) = (𝑦1(𝑡), . . . , 𝑦𝑛(𝑡)): [𝑡0, ∞) → ℝ𝑛 : е неизвестнaвектор-функция, 𝑦′(𝑡) =
(𝑦1

′ (𝑡), . . . , 𝑦𝑛
′ (𝑡))Т , 𝑓(𝑡, 𝑦) = (𝑓1(𝑡, 𝑦1(𝑡), . . . , 𝑦𝑛(𝑡)), . . . , 𝑓𝑛(𝑡, 𝑦1(𝑡), . . . , 𝑦𝑛(𝑡))𝑇: [𝑡0, ∞) ×

ℝ𝑛 → ℝ𝑛  където с Т сме означили транспонирания вектор ред. Дефинираме следното 

начално условие 

 𝑦(𝑡0) = 𝑦0 ∈ ℂ𝑛(ℝ𝑛) (2) 

 

където вектор-функцията 𝑓  константния вектор 𝑦0  са дадени да означим |𝑦| =
∑ |𝑦𝑘

𝑛
𝑘=1 |,  𝑦 ∈ ℂ𝑛. 

 

Определение 1.2.1.: [38]: Системата (1) се нарича твърда, когато за всяко решение 

𝑦(𝑡) на задачата (1), (2) (𝑡, 𝑦(𝑡)) ∈ [𝑡0, ∞) × ℂ𝑛 → ℂ𝑛  собствените стойности λj, j = 1, n на 

матрицата на Якоби 𝐽(𝑡) = {
𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑡, 𝑦(𝑡)}𝑘=1

𝑛 задачата на Коши) изпълняват следните условия: 

1. Re(λj) < 0,    𝑗 = 1, n, 

2. C = max
j

|Re(λj)|/min
k

|Re(λk)| >> 1 – коефициент на твърдост. 

 

1.2 Числени методи за решаване на системи обикновени диференциални 

уравнения от първи ред 
 
Представена е обща формулировка на явните и неявни методи на Рунге-Кута.  



2  ГЛАВА. Решаване на нелинейни операторни уравнения и системи 

2.1  Числен анлиз на магнитния поток в дълги джозефсонови контакти 
 

В най-простия си вид джозефсоновият контакт представлява сандвич, съставен от два 

слоя свръхпроводящ метал, които са разделени от тънък диелектричен слой (тунелна 

бариера). Контактът се намира в еднородно магнитно поле ℎ𝑒 , насочено по оста 𝑦 . 

Разпределението на магнитния поток е физическата мярка за фазовата разлика на вълновите 

функции в свръхпроводящите слоеве на контакта. Текущата фазова връзка в повечето 

случаи може да се разглежда като нечетна строга 2𝜋-периодична функция и следователно 

може да бъде представена в ред на Фурие само от синуси. От физическия експеримент е 

добре известно, че с достатъчна степен на прецизност, редица физически системи са 

надеждно описани с отчитане на влиянието само на първите две хармоники. В този случай 

адекватният математически модел за разпределението на магнитния поток 𝜑(𝑥, 𝑡)се описва 

чрез  двойното синус-Гордън уравнение, което 𝜑(𝑥, 𝑡) удовлетворява в полуивицата (𝑥, 𝑡) ∈
(−𝑙, 𝑙) × (0, ∞) 

 

 
𝜕2𝜑(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2 −
𝜕2𝜑(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2 − 𝛼
𝜕𝜑(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑎1sin(  𝜑(𝑥, 𝑡)) + 𝑎2sin(2𝜑(𝑥, 𝑡)) − 𝛾 

 

с гранични условия на Нойман в краищата на контакта. В случая когато се изследва статичен 

режим на работа на контакта [50], безразмерното разпределение на магнитния поток 𝜑(𝑥) 

по оста 𝑥 в двойното синус-Гордън уравнение се редуцира до нелинейно обикновено 

диференциално уравнение от вида:  

 

 𝜑′′(𝑥) − 𝑎1sin𝜑(𝑥) − 𝑎2sin2𝜑(𝑥) + 𝛾 = 0, −𝑙 <  𝑥 <  𝑙, (13) 

където контактът е с дължина 2𝑙 и 𝛾 е големината на външния ток на контакта.  Граничните 

условия на Нойман се редуцират до  

 

 
𝑑𝜑(𝑙)

𝑑𝑥
=

𝑑𝜑(−𝑙)

𝑑𝑥
= ℎ𝑒 , (14) 

 

където ℎ𝑒 е външното магнитно поле, по направление на оста 𝑦. 

От квантовата природа на свръхпроводимостта е добре известно, че фермионите-

електрони, при определени физически условия, престават да се подчиняват на принципа на 

Паули и се сдвояват в куперови двойки, които стават носители на свръхтока на Джозефсон. 

Математическото описание на квантовите състояния в този случай става с помощта на 

хилбертовото пространство 𝜑 ∈ 𝐿2([−𝑙, 𝑙], ℂ) . Физически реално измеримата мярка за 

тяхната фаза, в случая на ДК, се явява разпределението на магнитния поток 𝜑 . Преди 

всичко, за да получим израза за запазващата се енергия на системата, което ще ни помогне 

да понижим реда на уравнението в граничната задача (13), (14). За тази цел, използвайки 

техниката на интегриращия множител и умножаваме двете страни на уравнението (13) с 
𝑑𝜑(𝑥)

𝑑𝑥
 и получаваме 

 

 𝜑′′. 𝜑′ − 𝑎1sin𝜑. 𝜑′ − 𝑎2sin2𝜑. 𝜑′ + 𝛾. 𝜑′ = 0 (15) 

 

След елементарни преобразувания получаваме, че уравнението има вида  



 

 
𝑑

𝑑𝑥
{

𝜑′2

2
+ 𝑎1cos𝜑 +

𝑎2

2
cos2𝜑 + 𝛾𝜑} = 0. (16) 

 

Интегрирайки веднъж горното уравнение получаваме вида на пълната енергия, която 

остава константна величина върху решението за разпределението на магнитния поток:  

 

 
𝜑′2

2
+ 𝑎1cos𝜑 +

𝑎2

2
cos2𝜑 + 𝛾𝜑 = 𝐸. (17) 

 

Ефективно, пълната енергия винаги има вида на сума от “кинетичен” и “потенциален” 

член и следователно може да се определи вида на ефективния потенциал, описващ 

ефективното взаимодействие в консервативната система. От горното уравнение е ясно, че 

той се дава от израза:  

 𝑉(𝜑) = 𝑎1cos𝜑 +
𝑎2

2
cos2𝜑 + 𝛾𝜑. (18) 

 

2.2  Числено изследване на динамиката на магнитния момент за 

наномагнит в близост до джозефсонов контакт 
 

Динамиката на магнитния момент за наномагнит в близост до джозефсонов контакт 

се описва със следната начална диференциална задача от 2-ри ред [23]:  

 

 
𝑑2�̅�𝑧

𝑑𝑡2 + 2�̃�
𝑑�̅�𝑧

𝑑𝑡
+ 𝑚𝑧 = 𝜖 (1 + 𝜂

𝑑

𝑑𝑡
) sin(�̅�0𝑡̅ − �̅��̅�𝑧). (19) 

 

Тук началните условия са 𝑚𝑧(0) = 1, 𝑚𝑧′(0) = 0  и 𝑡 ≥ 0 . В това уравнение 

безразмерният параметър �̅� може да бъде малък или голям в зависимост от големината и 

местоположението на магнита. Параметърът 𝜖 приблизително се равнява на съотношението 

на полето, създадено от критичния ток на мястото на наномагнита и външното поле. В 

практически ситуации това съотношение винаги ще бъде малко. По този начин 

обосноваваме линейната апроксимация за �̅�𝑧 далеч от резонанс, �̅�0 = 1 и резонанса за не 

много малки �̃�. В случай на много малък резонанс (много малка стойност на �̃�) трябва да се 

използва нелинейната апроксимация, базирана на пълното уравнение на Ландау-

Липшиц.[69, 52, 47] 

В уравнението (19) са използвани следните означения: �̅�𝑧  - магнитен момент; 𝑉 - 

напрежение; 𝑡̅ - време. Създаден е потребителски софтуер специално за числен анализ на 

джозефсонови контакти с магнитни моменти [9]. В него са реализирани алгоритмите на 

множество методи за числен анализ (Ойлер, Модифициран Ойлер, Рунге-Кута от втори ред, 

Рунге-Кута от четвърти ред, Рунге-Кута-Фелдберг). Той позволява динамичен контрол на 

физичните параметри, анимация на графиките и извеждане на резултатите в табличен вид. 

Потребителският софтуер се използва и по-нататък в дисертационния труд.  

  



2.3   Числено изследване на динамиката на магнитните моменти по 

пространствените координати на джозефсонов контакт 
 

Динамиката на магнитния момент по пространствените координати на джозефсонов 

контакт се описва със следната начална диференциална задача от първи ред:  

 
𝑑𝑚𝑥

𝑑𝑡
=

𝜔𝐹

1+(𝛼𝑀)2 {𝑚𝑦𝑚𝑧 − Γ𝑟𝑚𝑧𝑠𝑖𝑛(𝜑 − 𝑟𝑚𝑦) + 𝛼[𝑚𝑥𝑚𝑧
2 + Γ𝑟𝑚𝑥𝑚𝑦𝑠𝑖𝑛(𝜑 − 𝑟𝑚𝑦)]}

𝑑𝑚𝑦

𝑑𝑡
=

𝜔𝐹

1+(𝛼𝑀)2
{−𝑚𝑥𝑚𝑧 + 𝛼[𝑚𝑦𝑚𝑧

2 − Γ𝑟(𝑚𝑧
2 + 𝑚𝑥

2)𝑠𝑖𝑛(𝜑 − 𝑟𝑚𝑦)]}

𝑑𝑚𝑧

𝑑𝑡
=

𝜔𝐹

1+(𝛼𝑀)2
{Γ𝑟𝑚𝑥𝑠𝑖𝑛(𝜑 − 𝑟𝑚𝑦) + 𝛼[Γ𝑟𝑚𝑦𝑚𝑧𝑠𝑖𝑛(𝜑 − 𝑟𝑚𝑦) − 𝑚𝑧(𝑚𝑥

2 + 𝑚𝑦
2)]}

𝑚𝑥(0) = 0, 𝑚𝑦(0) = 0, 𝑚𝑧(0) = 1, 𝑡 ≥ 0

 (20) 

 

В задачата (20) са използвани следните означения: 𝜔𝐹  – честота на феромагнетен 

резонанс; 𝛼 – параметър на феромагнитено затихване; Γ – параметър на взаимодействие на 

фазовите разлики; 𝑟 – магнетизация; 𝜑 – фазова разлика; 𝑚𝑥, 𝑚𝑦, 𝑚𝑧 – неизвестни функции; 

𝑀 – нормата на магнитния момент.  

Диференциалната задача се решава чрез методите на Рунге-Кута от четвърти ред и 

Рунге-Кута-Фелдберг. Направено е изследване на магнитната прецесия в зависимост от 

параметрите на задачата. Методите са реализирани в потребителски софтуер, който 

позволява интерактивен, динамичен контрол. Когато в системата проникне външен ток, 

компонентите на магнитния момент 𝑚𝑥, 𝑚𝑦, 𝑚𝑧  се дестабилизират и след време се 

стабилизират в едно от стабилните си състояния. Тук ще разгледаме при какви стойности на 

физичните параметри се проявява конкретното състояние. 

На тази фигура се демонстрира ефектът на Капица-Пендулум, при който се сменя 

направлението на𝑦-компонентата на магнитния момент (от 0 към 1). Тази смяна се отнася 

за стойности на параметрите: 𝑠𝑡𝑒𝑝 = 0.005, 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑡𝑖𝑚𝑒 = 0, 𝑒𝑛𝑑𝑡𝑖𝑚𝑒 = 10, 𝑤𝑓 = 1.5, 𝑟 =

2.3, 𝑤 = 4.5, 𝛼 = 0.425. 

Фигура 19. Графика на функциите, при 𝑠𝑡𝑒𝑝 = 0.005, 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑡𝑖𝑚𝑒 = 0, 𝑒𝑛𝑑𝑡𝑖𝑚𝑒 =
10, 𝑤𝑓 = 1.5, 𝑟 = 2.3, 𝑤 = 4.5, 𝛼 = 0.425. 

  



3  ГЛАВА. Числено изследване на магнитната прецесия в джозефсонов 

контакт под влияние на външен ток 
 
Динамиката на магнитния момент и фазовата разлика в джозефсонов контакт от тип 

свръхпроводник-феромагнит-свръхпроводник се описва посредством следната начална 

диференциална задача [61]:  

 
𝑑𝑚𝑥

𝑑𝑡
=

𝜔𝐹

1+𝛼2 {−𝑚𝑦𝑚𝑧 + 𝐺𝑟𝑚𝑧sin(𝜑 − 𝑟𝑚𝑦) − 𝛼[𝑚𝑥𝑚𝑧
2 − 𝐺𝑟𝑚𝑥𝑚𝑦sin(𝜑 − 𝑟𝑚𝑦)]}

𝑑𝑚𝑦

𝑑𝑡
=

𝜔𝐹

1+𝛼2 {𝑚𝑥𝑚𝑧 − 𝛼[𝑚𝑦𝑚𝑧
2 − 𝐺𝑟(𝑚𝑧

2 + 𝑚𝑥
2)sin(𝜑 −𝑟𝑚𝑦)]}

𝑑𝑚𝑧

𝑑𝑡
=

𝜔𝐹

1+𝛼2
{−𝐺𝑟𝑚𝑥sin(𝜑 − 𝑟𝑚𝑦) − 𝛼[𝐺𝑟𝑚𝑦𝑚𝑧sin(𝜑 − 𝑟𝑚𝑦) −𝑚𝑧(𝑚𝑥

2 + 𝑚𝑦
2)]}

𝑑𝜑

𝑑𝑡
=

1

𝑤
(𝐼𝑝𝑢𝑙𝑠𝑒(𝑡) − sin(𝜑 − 𝑟𝑚𝑦)),

 (21) 

 

 𝑚𝑥(0) = 0, 𝑚𝑦(0) = 0, 𝑚𝑧(0) = 1,    𝜑(0) = 0,    𝑡 ≥ 0, (22) 

 

където 𝐼𝑝𝑢𝑙𝑠𝑒(𝑡) = 𝐴𝑠𝜒([𝑡0 −
1

2Δ𝑡
, 𝑡0 +

1

2Δ𝑡
]) , 𝜒  e характеристичната функция на 

интервала, 𝜔𝐹  е честотата на феромагнитния резонанс, 𝛼  – параметър на феромагнитено 

затихване, 𝐺 – параметър на взаимодействие на фазовите разлики, 𝑟 – магнетизация, 𝑤 =
𝑉𝐹/(𝐼𝑐𝑅) = 𝜔𝐹/𝜔𝑅 , 𝑉𝐹 = ℏ𝜔𝐹/(2𝑒) , 𝐼𝑐  – критичен ток, 𝑅  – съпротивлението на JJ, 𝜔𝑅 =
2𝑒𝐼𝑐𝑅/ℏ – характеристична честота. Електричният импулс се характеризира от следните 

параметри: 𝐴𝑠 – амплитуда на тока, 𝑡0 – средата на времевия интервал, където е приложен 

тока, а Δ𝑡 – времевият интервал. Неизвестните функции на времето са магнитните моменти 

𝑚𝑥(𝑡), 𝑚𝑦(𝑡), 𝑚𝑧(𝑡)  и фазовата разлика 𝜑(𝑡) . Свръхпроводимият ток 𝐼𝑠(𝑡)  се пресмята в 

зависимост от 𝜑(𝑡) по следната формула: 𝐼𝑠(𝑡) = 𝐼𝑐sin(𝜑(𝑡) − 𝑟𝑚𝑦(𝑡)), 𝑡 ≥ 0. 

 

3.1  Числено изследване за твърдост 
 

Промяната на няколко физични параметри правят системата твърда. Твърдостта на 

системата изисква, освен използването на явни методи, неявни методи за решаването й. За 

да покажем твърдостта на системата ще използваме Определение 1.2.1. [39]. 

 

Системата (21) често става твърда, когато параметърът на взаимодействието на 

фазовите разлики 𝐺 нараства, особено за 𝐺 ≥ 50. 

На Таблица 2. са представени два случая при 𝐺 = 50 и 𝐺 = 150 , където 𝑅𝑒(𝜆𝑗) са 

реалните собствени стойности и коефициентът на твърдост 𝐶  от Определение 1.2.1.. 

Решението �̅� = 𝑚𝑥(𝑡), 𝑚𝑦(𝑡), 𝑚𝑧(𝑡), 𝜑(𝑡)  е получено при стъпка по времето ℎ = 0.001  и 

точност 10−8 , използвайки метода на Гаус-Лежандър. 

  



 

Таблица 2. Стойности на 𝑅𝑒(𝜆𝑗), 𝑗 = 1,2,3,4  и 𝐶  от Определение 1.2.1. при 𝑟 =

0.1, 𝛼 = 0.3, 𝑡0 = 5, 𝛥𝑡 = 10, 𝐴𝑠 = 2.1, 𝜔𝐹 = 1 за две стойности на 𝐺. 

 𝑮 = 𝟓𝟎 

𝑡 𝑅𝑒(𝜆1) 𝑅𝑒(𝜆2) 𝑅𝑒(𝜆3) 𝑅𝑒(𝜆4) 𝐶 

2 -0.93 -0.93 -0.60 -0.001 612.82 

5 -0.93 -0.93 -0.61 -0.009 95.77 

10 -0.91 -0.91 -0.61 -0.007 128.11 

 𝑮 = 𝟏𝟓𝟎 

𝑡 𝑅𝑒(𝜆1) 𝑅𝑒(𝜆2) 𝑅𝑒(𝜆3) 𝑅𝑒(𝜆4) 𝐶 

2 -3.09 -3.09 -0.62 -5.01E-6 617 

5 -3.09 -3.09 -0.62 -1.59E-7 1.94E7 

10 -3.09 -3.09 -0.62 -4.72E-9 6.54E8 

С Таблица 2 доказахме, че системата е твърда. Изпълнени са условията от 

определението за твърдост в два случая (𝐺 = 50 и 𝐺 = 150). Демонстрираме отрицателни 

реалните собствени стойности Re(λj)и коефициентът на твърдост C е много по-голям от 1. 

Наблюдавайки въздействието на параметъра 𝐺, може да кажем, че неговото нарастване е 

причина за твърдост на системата. 

 

За справяне с твърдостта се наложи използването на специални числени схеми. 

Реализирани са алгоритмите на явния метод на Рунге-Кута (РК4) и неявния Гаус-Лежандър 

(ГЛ2) за числено решаване на диференциалната задача (21),(22). На следващата таблица е 

представена разликата между използването на тези методи.  

 

Таблица 3. Разлика между устойчивостта на решението получено с РК4 и ГЛ2 при 

𝐺 = 500, 𝑟 = 0.2, 𝛼 = 0.1, 𝑡0 = 5, 𝛥𝑡 = 10, 𝐴𝑠 = 1, 𝜔𝐹 = 1 и четири различни стойности на 

стъпката по времето ℎ. 

 ℎ = 0.1 ℎ = 0.02 ℎ = 0.01 ℎ = 0.001 

 РК4 ГЛ2 РК4 ГЛ2 РК4 ГЛ2 РК4 ГЛ2 

𝑛 2 7 2500 2500 5000 5000 50000 50000 

error ≈ 10−2 ≈ 10−6 ≈ 10−3 ≈ 10−11 ≈ 10−5 ≈ 10−12 ≈ 10−9 ≈ 10−78 

 

Предимство на метода на Гаус-Лежандър е, че само с 2 междинни стъпки получава 

точност от ред 𝑂(ℎ4). Устойчивостта на числената схема е по-добра в сравнение с метода 

на Рунге-Кута. Резултатите, получени от изчисленията от решаването на задачата и 

съответната точност са представени в Таблица 3. Тук 𝑛 е номерът на последната изчислена 

точка. Като се има предвид, че магнитният момент е нормиран (дължината ∥ 𝑀 ∥=

√𝑚𝑥
2 + 𝑚𝑦

2 + 𝑚𝑧
2 трябва винаги да е равна на 1), грешката представлява разликата | ∥ 𝑀 ∥

−1| за последните изчислени стойности. 

При сравняване на грешките в края на изчисленията, ясно е демонстрирано 

превъзходството на неявния метод. Редът на точност за метода на ГЛ2 е приблизително 3 

пъти по-висок от този при стандартния метод на РК4. Когато стъпката е малка (ℎ = 0,001), 

получената точност е дори много по-висока (≈ 10−78) . 



3.2  Честота и периодичност на магнитното обръщане под влияние на 

физичните параметри 
 
В този параграф се анализира проявяването на различните стабилни състояния след 

прилагане на външен ток в системата. Получени са три стабилни състояния, за които е 

разработена програма, позволяваща по-обстоен анализ, в зависимост от променящите се 

стойности на физичните параметри. Най-значим момент е тогава, когато се получи ефектът 

на магнитното обръщане. Този ефект се наблюдава, когато само 𝑧 -компонентът на 

магнитния момент се променя от 1  на −1 . Именно поради тази причина специално се 

разглежда това състояние на системата. Изследваме обръщането на магнитния момент чрез 

токов импулс в 𝜑0-джозефсонов контакт и ще покажем, че обръщането се получава при 

определени стойности на параметрите на модела. Намира се периодичност в появата на 

интервали на обръщане на магнитния момент с промяна в параметъра на свързване на спин-

орбита 𝐺, параметъра на затихване на Хилберт и съотношението на енергията на Джозефсон 

към магнитната енергия. Получените резултати могат да се използват в различни области на 

свръхпроводяща спинтроника. 

В следващата графика ще демонстрираме проявата на обръщането на магнитния 

момент за определен интервал на параметъра 𝐺 при различни стойности на параметъра на 

затихване 𝛼. Разглеждаме параметъра 𝐺 от 𝐺 = 1 до 𝐺 = 200, със стъпка Δ𝐺 = 1 и 𝛼 от 𝛼 =
0.01 до 𝛼 = 0.5, със стъпка Δ𝛼 = 0.01. Величината на спин-орбитната връзка е зададена 

равна на 𝑟 = 0.1 . За всяка двойка стойности (𝛼, 𝐺)  диференциалната задача (21),(22) се 

решава чрез метода на Гаус-Лежандър със стъпка по времето ℎ = 0.01  в интервала 𝑡 ∈
[0, 𝑇𝑚𝑎𝑥], 𝑇𝑚𝑎𝑥 = 200. Този метод осигурява точност от четвърти ред 𝑂(ℎ4) ≈ 10−8. При 

𝑡 = 𝑇𝑚𝑎𝑥 се проверява неравенството |𝑚𝑧 + 1| ≤ 0.0001, за идентифициране на магнитното 

обръщане. Ако се изпълни това условие, съответните стойности за 𝛼 и 𝐺 ще бъдат запазени 

в списък, който е съставен от двете стойности. Тези данни се визуализират на Фиг.34., на 

която се вижда периодичната зависимост, при изпълнението на магнитното обръщане с 

нарастване на 𝐺 . Нека подчертаем някои от особеностите в проявлението на тази 

зависимост. По-специално, липсата на обръщане за малки 𝐺, в най-лявата част на графиката. 

Разглеждайки размерите на разстоянието между 𝐺 , докато увеличаваме 𝛼 , наблюдаваме 

известен ръст на ширината на интервалите [13]. 

 
 



Фигура 34. Зависимост (𝐺, 𝛼) . Показан е интервал за 𝐺 ∈ [0,200] , разделен със 

стъпка 𝛥𝐺 = 1  и 𝛼 ∈ [0,0.5]- 𝛥𝛼 = 0.001  при 𝐴𝑠 = 1.5 , 𝑟 = 0.1, 𝑡0 = 25 , 𝛥𝑡 = 6 , 𝜔𝐹 = 1 , 

ℎ = 0.01 . Точките с координати 𝐺  и 𝛼 , при които се изчислява 𝑚𝑧(𝑡)  показват 

магнитното обръщане. 

Направени са още анализи на влиянието и на други параметри върху проявата на 

състояние магнитно обръщане. Обръщането на магнитния момент е изключително 

чувствително към стойностите на параметрите на системата. С оглед на достатъчната 

сложност на разглежданата система, въпросът за възможността за предсказване на пълното 

обръщане е причина за по-задълбочените изследвания.  

 

3.3  Анализ на времето за проявление на магнитно обръщане 
 
Чрез множество компютърни симулации установихме, че равновесието в състояние на 

магнитно обръщане настъпва в различно време в зависимост от параметрите.На следващата 

графики ще демонстрира разликата между времето за стабилизиране в това състояние при 

някои стойности на параметрите.  

 
Фигура 39. Зависимост на 𝑚𝑧-компонента на магнитния момент от времето 𝑡 при 

различни стойности на 𝛼. 

На Фиг. 39 са представени два резултата при еднакви стойности на всички параметри, 

освен 𝛼 , който се увеличава от 0,06  на 0,56 . В тези случаи се наблюдава магнитното 

обръщане. Особеното тук е, че стабилизацията се появява в първия случай (𝛼 = 0,06) 

приблизително 𝑡 = 40 , а във втория случай 𝑡 = 70(𝛼 = 0,06). Когато използваме малки 

стойности на параметъра 𝛼, стабилизирането в магнитно обръщане настъпва по-рано.  

 

3.4  Числени паралелни симулации върху проявата на магнитно 

обръщане 
 

Разработено е внедряването на C++/MPI за паралелна симулация на динамиката на 

магнитния момент и фазовата разлика в джозефсонов контакт от тип свръхпроводник-

феромагнит-свръхпроводник въз основата на програмите написани посредством Wolfram 

mathematica (виж [76]). Паралелното внедряване осигури значително ускоряване на 

изчисленията, което позволява ефективно провеждане на масивната симулация в широк 

диапазон от параметри на модела.  

 



4  ГЛАВА. Аналитични решения и числено изследване върху нелинейни 

модели на системи от дълги джозефсонови контакти 
 
В тази глава от дисертационния труд ще фокусираме върху разпределението на 

магнитния поток 𝜑  в дълъг джозефсонов контакт. Той се описва чрез “двойното синус-

Гордън” уравнение с гранични условия на Нойман. В параграф §2.1, използвайки техниката 

на интегриращия множител, умножаваме двете страни на уравнението (13) с 
𝑑𝜑(𝑥)

𝑑𝑥
 и чрез 

еквивалентни преобразувания получаваме диференциално уравнение от първи ред, на което 

в следващия параграф ще намерим аналитични решения.  

 

4.1 Аналитични решения 
 

За достатъчно широк клас от реални физически системи от тип дълги джозефсонови 

контакти ([5], [6], [7],[31]), безразмерната мярка за външния ток 𝛾  е много по-малка от 

единица, т.е. |𝛾| ≪ 1 . Следователно нейното пренебрегване в ефективния потенциал на 

взаимодействие в системата (6) и апроксимирането му с 𝑉 ≈ 𝑎1cos𝜑 +
𝑎2

2
cos2𝜑  ще доведе 

само до леко отместване на точките, където се реализира екстремум на ефективната 

потенциалната енергия на системата, но те ще запазят броя и вида си. Това означава, че 

фазовият портрет ще остане качествено същия, т.е. топологично двата фазови портрета, този 

на апроксимираната и на истинската система, няма да се различават. Тази апроксимация 

обаче, би ни дала възможност напълно да интегрираме граничната задача и да получим в 

аналитичен вид явни решения за краен интервал на контакта, които няма да водят до 

съществени качествени промени във фазовите криви. Тези важни аргументи ни дават 

основание в диференциалното уравнение от първи ред (5) да положим 𝛾 = 0 :  

 

 
𝜑′2

2
+ 𝑎1cos𝜑 +

𝑎2

2
cos2𝜑 = 𝐸. (23) 

 

Разбира се, тук константата Е (енергията на системата) зависи от граничните условия, при 

гранични задачи, което е еквивалентно на зависимостта от началните условия, при начални 

задачи. 

Използвайки еквивалентни преобразования получаваме:  

 

[− 
𝑑

𝑑𝑥
cos𝜑]

2

+ 2𝑎1cos𝜑(1 − cos2𝜑) + 2𝑎2cos2𝜑(1 − cos2𝜑) − 𝑎2(1 − cos2𝜑) =

= 2𝐸(1 − cos2𝜑) 

  (26) 

Ако положим cos𝜑 = 𝑢, 𝑢 ∈ [−1; 1] , ще пренапишем уравнението в термините на 

новата функция 𝑢(𝑥). Тъй като имаме първа производна по новата функция 𝑢 = cos𝜑, се 

стремим да сведем цялото уравнение до такова спрямо 𝑢  чрез тригонометричните 

преобразования на sin2𝜑 = 1 − cos2𝜑, cos2𝜑 = 2cos2𝜑 − 1: 
 

 (
𝑑

𝑑𝑥
 𝑢)

2

= (1 − 𝑢2)[−2𝑎2𝑢2 − 2𝑎1𝑢 + 𝑎2 + 2𝐸]  ≥  0. (27) 

 



За да съществува това уравнение се изисква неговата дясна страна да бъде не 

отрицателна. Множителят (1 − 𝑢2) в този случай е винаги не отрицателен, защото най-

голямата стойност, която може да приеме 𝑢 е −1. Остава полиномът от втора степен 𝑃(𝑢) =
−2𝑎2𝑢2 − 2𝑎1𝑢 + 𝑎2 + 2𝐸   да приема не отрицателни стойности при 𝑢 ∈ [−1; 1]. Това е 

възможно в много случаи, но по-подробно ще ги опишем в следващия параграф. Нека 

фиксираме един от случаите, когато дискриминантата на 𝑃(𝑢)  е положителна и 𝑎2 =
−|𝑎2| < 0. Тогава означавайки с 𝑢1,2 корените на полинома имаме:  

 

𝑃(𝑢) = −2𝑎2𝑢2 − 2𝑎1𝑢 + 𝑎2 + 2𝐸 = 2|𝑎2|𝑢2 − 2𝑎1𝑢 + 2𝐸 − |𝑎2| = 2|𝑎2|(𝑢 − 𝑢1)(𝑢 − 𝑢2).
  (28) 

 

Разлагайки дясната страна на (27) ще получим:  

 

 (
𝑑

𝑑𝑥
 𝑢)

2

= 2|𝑎2|(1 − 𝑢)(𝑢 − (−1))(𝑢 − 𝑢2)(𝑢 − 𝑢1). (29) 

 

Можем да интегрираме горното уравнение, съобразявайки, че 𝑢(𝑥)  е монотонно 

намаляваща функция, когато 𝜑 расте, с нарастването на аргумента 𝑥: 

 

 ∫
1

𝑢(𝑥)

𝑑𝑢

√(1−𝑢)(𝑢−(−1))(𝑢−𝑢2)(𝑢−𝑢1)
= √2|𝑎2| ∫

𝑥

𝑥0
 𝑑𝑥 = √2|𝑎2|(𝑥 − 𝑥0), (30) 

 

където наредбата на корените е следната: 1 ≥ 𝑢(𝑥) ≥ −1 > 𝑢2 > 𝑢1. В [36, 3] може да се 

намери, че интегралът от ляво и чрез елиптичен синус и преобразувания може да се получи 

функцията за разпределението на магнитния поток върху интервала, даващ дължината на 

контакта   −𝑙 ≤  𝑥0  ≤  𝑥 <  𝑙. За един интервал на монотонност на 𝑠𝑛2[▪|  𝑟] получаваме:  

 

 𝜑(𝑥) = arccos
1−

2|𝑢1|

|𝑢1|−1
𝑠𝑛2(√2−1|𝑎2|(|𝑢1|−1)(1+|𝑢2|)(𝑥−𝑥0),𝑟)

1+
2

|𝑢1|−1
𝑠𝑛2(√2−1|𝑎2|(|𝑢1|−1)(1+|𝑢2|)(𝑥−𝑥0),𝑟)

, (41) 

 

където модуларният параметър в елиптичния интеграл от първи род има вида:  

 

 𝑟 = √
2(|𝑢1|−|𝑢2|)

(1+|𝑢2|)(|𝑢1|−1)
. (42) 

 

4.2  Проверка на условията за получаване на конкретно аналитично 

решение 
 

В хода на аналитичните решения от параграф 4.1 се формира полином 𝑃(𝑢) =
−2𝑎2𝑢2 − 2𝑎1𝑢 + 𝑎2 + 2𝐸. Анализът на полинома е от съществено значение за получаване 

на стойностите за амплитудите 𝑎1, 𝑎2 и енергията на системата 𝐸, при които ще се получи 

конкретното аналитично решение, в зависимост от корените на полинома 𝑢1  и 𝑢2 . 

Полиномът трябва да не приема отрицателни стойности. От това неравенство се 

класифицират няколко групи ограничения за параметрите, при които се проявява всяко едно 

решение.  

 𝑃(𝑢) ≥ 0 



 

 −2𝑎2𝑢2 − 2𝑎1𝑢 + 𝑎2 + 2𝐸 ≥ 0 

 

Разгледани са групи ограничения в зависимост от корените на полинома 𝑃(𝑢) . 

Решението (41) се получава при следната наредбата на корените на полинома 𝑃(𝑢): 1 ≥
𝑢(𝑥) ≥ −1 > 𝑢2 > 𝑢1. На следващата графика Фиг.44. ляв панел демонстрираме плоскостта 

върху 𝑎1  и 𝑎2 , при които са изпълнени ограниченията за 𝑢1, 𝑢2 < −1 . Единствените 

възможности за получаване на това конкретно аналитично решение е в сечението на двете 

области. Това са конкретни зависимости между 𝑎1 и 𝑎2. С помощта на тази информация сме 

намерили стойности на параметрите, нужни за получаване на решение (18) в точка 4.1. 

Направена е и графика, отговаряща на тези ограничения: 𝑎1 = −9, 𝑎2 = −2.5, Е = 8. Също 

така е спазена наредбата на корените на полинома. Това е демонстрирано на графиката в 

десния панел на Фиг.44.  

 
Фигура 44.Ляв панел: плоскостта върху 𝑎1 и 𝑎2, при която 𝑢1, 𝑢2 < −1, 𝐸 = 8. Десен 

панел: конкретни стойности на 𝑎1, 𝑎2, 𝐸, при които е изпълнена наредбата −1 > 𝑢2 > 𝑢1.  

Имайки тази информация, може да ограничим приложимостта на решение (18). 

Възможно е да анализираме какво би се получило при други стойности на амплитудите 

𝑎1, 𝑎2 и енергията на системата 𝐸.  

  



4.3  Анализ на потенциала /Фазови портрети/ 
 

Проучихме множество фазови портрети, при различни стойности параметрите в 

уравнението (5). Чрез промяна на фазовите портрети можем да определим влиянието на 

параметрите върху задачата. Забелязваме, че при липса на и външен ток фазовият портрет 

изглежда както е показано на Фиг.46.  

 
Фигура 46. Фазов портрет при 𝑎1 = 1, 𝑎2 = 0, 𝛾 = 0. Ляв панел: множество фазови 

портрети, спрямо промените за 𝐸 ∈ [0,10], 𝛥𝐸 = 1. Десен панел: 3D графика на конкретен 

фазов портрет при 𝐸 = 1. 

Промяната във фазовия портрет се наблюдава в две насоки: първата чрез промяна на 

стойностите на 𝛾 , което е демонстрирано на Фиг.46. Втората - при увеличаване на 

стойността на параметъра 𝑎2 . Това е показано на Фиг.48, на която се наблюдават нови 

топологични характеристики.  

 
Фигура 48. Фазов портрет при 𝑎1 = 1, 𝑎2 = 1.8, 𝛾 = 0 . Ляв панел: множество фазови 

портрети, спрямо промените за 𝐸 ∈ [−10,1] , 𝛥𝐸 = 1 . Десен панел: 3D графика на 

конкретен фазов портрет при 𝐸 = 1 

  



ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 Целта на настоящия дисертационен труд е постигната. 

 

Резюме на получените резултати 
 Дисертационният труд е посветен на задачи от физиката на джозефсоновите 

контакти. Бяха разгледани различни аспекти, свързани с магнитните моменти в 

джозефсонов контакт. Получени са числени решения на математическите задачи, описващи 

динамиката на магнитния момент за наномагнит в близост до джозефсонов контакт и 

динамиката на магнитните моменти по пространствените координати на джозефсонов 

контакт. Магнитната прецесия в джозефсонов контакт под влияние на външен ток се описва 

чрез начална задача за многопараметрична нелинейна система от обикновени 

диференциални уравнения. В процеса на числения анализ бе установено, че при работа с 

голяма стъпка по времето системата става, в повечето случаи, нерешима. Промяната на 

няколко физични параметри правят системата твърда. Решение на проблема бе намерен, 

използвайки неявния метод на Гаус-Лежандър. Демонстрирано е предимството на неявната 

схема пред явната за твърди задачи. Прави се анализ на проявяването на различните 

стабилни състояния след инжектирането на външния ток. Получени са три стабилни 

състояния, за които е разработена програма, позволяваща по-обстоен анализ, в зависимост 

от променящите се стойности на физичните параметри. Изследвали сме обръщането на 

магнитния момент (едно от стабилните състояния) чрез токов импулс в 𝜑0-джозефсонов 

контакт. Показахме, че обръщането се получава при определени стойности на параметрите 

на модела. Намира се периодичност в появата на интервали на обръщане на магнитния 

момент с промяна в параметъра на свързване на спин-орбита 𝐺, параметъра на затихване на 

Хилберт и съотношението на енергията на Джозефсон към магнитната енергия. 

Усъвършенствани бяха вече съществуващи програмни комплекси и паралелни 

модификации. Направени са множество тестове за проверка на коректността на получените 

резултати. Приложени са аналитични методи от теорията на интегруемите модели за 

получаване на точни решения на някои гранични задачи възникващи при дълги ДК, с цел 

подобряването на числените изследвания. Аналитичните решения са получени в 

стационарния случай, при нулев външен ток, на “двойното синус-Гордън” уравнение с 

гранични условия на Нойман. Разгледани бяха условия за получаване на конкретно 

аналитично решение. Демонстрирано е при какви стойности на амплитудите и енергията 

може да бъде получено то. Подредени са групи различни наредби на корените на полинома, 

от който зависи задачата. Направен е анализ на потенциала, чрез визуализиране на фазовите 

портрети. Представена е връзката на фазовите портрети със стойностите на първите два 

коефициента в общото разлагане на Фурие и енергията на системата. 

 

Насоки за развитие 
Остават редица неизследвани свойства на разглежданите системи от физиката на 

джозефсоновите контакти. Обръщането на магнитния момент е изключително чувствително 

към стойностите на параметрите на системата. С оглед на достатъчната сложност на 

разглежданата система, въпросът за възможността за предсказване на пълното обръщане за 

дадените параметри на системата и текущия импулс изисква допълнително проучване. 

Освен това стабилно състояние, могат да се плануват бъдещи анализи и числени симулации 

за случаите при които системата се уравновесява в състояние: Капица-Пендуулум. 

 



Връзките между резултатите, целите и задачите, мястото на описание в 

дисертационния труд, направените публикации са следните: 

 

Принос Цел Задача Параграф Публикации 

1 1 1 2.1 – 

2 1 2 2.2 [P1] 

2 1 2 2.3 [P2] 

3 1 3 3.1 [P3] 

3 1 3 3.2 [P4] 

3 1 3 3.3 [P4] 

3 1 3 3.4 [P6] 

4 1 4 4.1 [P5] 

4 1 4 4.2 [P7] 

4 1 4 4.3 [P8] 

4 1 4 4.4 – 

 

 

Претенции за научни и научно-приложни приноси 
  

Получените научни и научно-приложни резултати на дисертационния труд от областта 

на математическото моделиране и приложение на математиката могат да се систематизират 

както следва: 

I. Числен анализ на магнитния поток в дълъг джозефсонов контакт бе направен 

посредством метода на Лагранж (понижаване на реда) на нелинейна гранична 

диференциална задача. 

II. С помощта на явни и неявни числени методи за нелинейни многопараметрични 

начални диференциални задачи са решени и изследвани основни проблеми от 

физиката на джозефсоновите контакти, в това число: динамиката на магнитния 

момент за наномагнит в близост до джозефсонов контакт; динамиката на 

магнитните моменти по пространствените координати на джозефсонов 

контакт; магнитната прецесия в джозефсонов контакт под влияние на външен 

ток. 

III. За численото моделиране и компютърните симулации е разработен авторски 

комплекс от програмни модули за числена симулация с широк диапазон на 

физични параметри, с алгоритми за решаване на твърди начални 

диференциални задачи; за търсене на ефекта на магнитното обръщане (ефектът 

се наблюдава, когато само z-компонентът на магнитния момент се променя от 1 

на -1); време за поява на магнитното обръщане. 

IV. Получени са явни аналитични решения на стационарното двойно синус-Гордън 

уравнение, моделиращо разпределението на магнитния поток при нулев 

външен ток в клас дълги джозефсонови контакти. Изведени са условията за 

получаване на конкретно аналитично решение. Изследвано е поведението на 

решенията и са получени фазови портрети на граничната задача (след 

понижаване на степента) при различни стойности на физичните параметри. 
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