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b Актуалност на темата c

Д иференциалните уравнения, използвани като модели и съчета-
ни със съвременните средства на информационните технологии, да-

ват възможност теоретично да се изследва, прогнозира и управлява по-
ведението на реални системи в различни области на науката (физика,
химия, биология), на техниката, на икономиката и други

(
[1], [76], [90],

[108], [109]
)
. Сложността на реалните процеси и явления, взаимодействи-

ето и влиянието на редица фактори върху изследваните обекти водят до
използването на сложен математически апарат и съответно по-сложни
уравнения. Моделирането на динамиката на реалните процеси и явле-
ния е тясно свързано с използването на различни видове диференциални
уравнения. Това пък от своя страна довежда и до развитието на теория-
та на диференциалните уравнения

(
[19], [33], [48], [49], [50], [51], [52], [77],

[92]
)
.

Когато реалните процеси и явления се характеризират с факта, че
във всеки момент състоянието на системата зависи от състоянието ѝ
в предишни моменти, моделирането се извършва адекватно с функцио-
нално-диференциални уравнения

(
[2], [47], [54], [55], [107]

)
. Доколкото та-

зи зависимост от практическа гледна точка може да бъде най-различна,
то и математически тя се описва по различни начини. Още през 1908 г.
по време на международен математически конгрес Ч. Пикард подчер-
тава значението на тези уравнения във физиката. Интересът към тях
нараства след 1940 г., но до средата на петдесетте години на 20-ти век
съществува малък прогрес в тяхната качествена теория. През 1956 г.
Н. Красовский стига до заключението, че за да се изследва дадена ре-
ална система с помощта на функционално-диференциалните уравнения
и за да може по-адекватно да се определи нейното бъдещо състояние,
трябва да бъде взето под внимание състоянието и́ не само в сегашния, но
и в отминал период от време. Това тласка значително напред развитието
на функционално-диференциалните уравнения

(
[11], [31], [43], [73], [74],

[81], [82], [83], [87], [88]
)
.

От началото на 70-те години до сега качествената теория на функ-
ционално-диференциалните уравнения претърпява бурно развитие, като
в резултат на това са изучени разнообразни качествени свойства на тех-
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ните решения
(
[98], [100], [101], [107], [111], [112], [114], [115], [119], [120]

)
.

Редица реални процеси и явления са подложени на краткотрайни
външни въздействия по време на своето развитие, като времетраенето
на тези въздействия е пренебрежимо малко. В този случай адекватен
апарат за тяхното моделиране са т. н. импулсни диференциални уравне-
ния

(
[17], [27], [28], [35], [36], [37], [38], [44], [57], [58], [60], [61], [63], [78],

[84]
)
. Импулсните системи се използват ефективно за моделиране в био-

логията, екологията, популационната динамика, физиката, икономиката,
теорията на управлението и други области.

Специален вид функционално-диференциални уравнения са дифе-
ренциалните уравнения с “максимуми”. Тези уравнения могат да се из-
ползват при моделиране на явления и процеси, чието състояние във всеки
момент зависи съществено и от максималното им състояние в отминал
интервал от време. За целта е необходимо да има добре разработена тео-
рия за този тип уравнения, която съдържа както качествени резултати,
така и приближени методи за тяхното решаване. Трудността при разра-
ботването на тази теория се дължи основно на наличието на оператора
“максимум”, който не позволява дори и в линейния случай с постоянни
коефициенти уравнението да бъде решено в аналитичен вид. Наличие-
то на операторът “максимум” в уравненията ги прави силно нелинейни.
Нелинейността води практически до невъзможност тези уравнения да се
решат в явен вид и изисква самостоятелно изучаване на свойствата на
техните решения и разработване на ефективни методи за приближеното
им решаване.

Формулировката на диференциалните уравнения с “максимуми” се
среща исторически за пръв път през 1966 г. в монографията на Е. По-
пов [10]. В тази книга авторът моделира динамиката на електрическото
напрежение, подавано към генератор с постоянно напрежение, който зах-
ранва верига с променлива консумация: T0u′(t) + u(t) + q max

s∈[t−h, t]
u(s) =

f(t), където T0 и q са константи, характеризиращи обекта, u(t) е регули-
раното напрежение и f(t) е външният ефект. Ще отбележим, че поради
липса дори и на основни резултати за диференциални уравнения с “мак-
симуми” по това време, в тази монография моделът е само формулиран.
В същото време този модел, използван в инженерната литература, поста-
вя началото на развитието на една нова теория в областта на диференци-
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алните уравнения
(
[12], [16], [18], [20], [21], [45], [113]

)
. Ще подчертаем, че

досега са получени само някои качествени свойства на техните решения(
[23], [56], [59], [62], [64], [68], [95], [96], [113], [118]

)
, както и са обосновани

някои приближени методи за тяхното решаване
(
[16], [46], [61]

)
.

b Цели и задачи на дисертационния труд c

О сновните обекти на изследване в дисертационния труд са три спе-
циални вида диференциални уравнения: диференциални уравнения

с “максимуми” (ДУМ), частни диференциални уравнения с “максиму-
ми” (ЧДУМ) и импулсни диференциални уравнения със “супремуми”
(ИДУС). Обединяващата характеристика на тези уравнения е присъс-
твието на максималната стойност на неизвестната функция върху отми-
нал интервал от време. Във връзка с горните видове уравнения в ди-
сертационния труд са разгледани и някои породени от тях интегрални и
диференциални неравенства.

Основните цели на дисертационния труд могат да се обединят в две
групи:

1) да се разшири математическият апарат на диференциалните и ин-
тегралните неравенства, необходими при изследване на решенията
на диференциални уравнения с “максимуми”/“супремуми”;

2) да се изследват свойствата на решенията на нелинейни диферен-
циални уравнения, съдържащи максимума/супремума на неизвест-
ната функция и да се обоснове приближен асимптотичен метод за
тяхното решаване.

Целите на настоящия дисертационен труд са постигнати основно
чрез решаването на задачи в следните направления.

I. Линейни и нелинейни интегрални неравенства с “максимуми”/“су-
премуми” за:

\ непрекъснати скаларни функции на един аргумент;

\ частично непрекъснати скаларни функции на един аргумент;
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\ непрекъснати скаларни функции на два аргумента.

II. Диференциални неравенства за непрекъснати скаларни функции на
един аргумент, които съдържат екстремалната стойност на неизвес-
тната функция върху отминал интервал от време.

III. Качествени свойства на решенията на диференциални уравнения
с “максимуми”/“супремуми”.

IV. Приближени асимптотични методи за решаване на обобщена гра-
нична задача за диференциални уравнения с “максимуми”.

b Структура и обем на дисертационния труд c

Д исертационният труд съдържа 127 страници и се състои от увод,
четири глави, авторска справка за приносите, перспективи за раз-

витие, апробация на резултатите, публикации по дисертационнния труд,
декларация за оригиналност и достоверност на дисертационния труд и
библиография.

Първата глава е на 6 страници и е обзорна. Останалите глави съ-
държат резултати на автора.

В авторската справка са отбелязани накратко основните резултати,
получените в дисертационния труд.

В перспективите за развитие са посочени възможни бъдещи насоки
за развитие на математическият апарат на интегралните неравенства
и на неговото приложение в областта на диференциалните уравнения с
“максимуми”.

В апробацията на резултатите са изброени международните и на-
ционалните конференции, на които са докладвани някои от резултатите
в дисертационния труд. Също така са отбелязани научните проекти, по
които са изследвани и получени част от резултатите в дисертациoнния
труд.

В декларацията за оригиналност и достоверност на дисертационния
труд авторът декларира, че резултатите и приносите в дисертационния
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труд са оригинални и не са заимствани от изследвания и публикации, в
които той няма участие.

Библиографията съдържа 121 заглавия на научни статии и моног-
рафии, които авторът е използвал при изследванията, свързани с дисер-
тационния труд.

За решаването на голяма част от илюстративните примери е използ-
ван програмен продукт, разработен от А. Голев, за което авторът изказва
искрени благодарности за оказаното съдействие. При графичното пред-
ставяне на получените стойности е използван софтуерът Grapher 8.

За всички взаимствани резултати в дисертационния труд са посоче-
ни съответните първоизточници.

Ще направим кратко описание на съдържанието на дисертационния
труд по глави.

b Глава 1. Кратък обзор c

В тази глава са формулирани някои от класическите интегрални не-
равенства, които се прилагат при качественото изследване на свойс-

тва на решения на диференциални уравнения. Това са неравенството на
Гронуол-Белман и неравенството на Бихари. Тези неравенства са обоб-
щени в глави 2 и 3. Формулирани са видовете диференциални уравнения,
които са обект на изследване в дисертационния труд. Описани са и тех-
ните основни характеристики.

b Глава 2. Линейни интегрални и диференциални c

неравенства, съдържащи екстремум на
неизвестната скаларна функция

В тора глава съдържа 4 параграфа на 30 страници. В нея са реше-
ни различни видове линейни интегрални неравенства за скаларни

функции, както на един аргумент, така и на два аргумента. Тези нера-
венства съдържат освен неизвестната функция и нейната максималната
стойност върху отминал интервал от време. Разгледан е както случа-
ят на непрекъснати функции, така и случаят на частично непрекъснати
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функции. Изучените в тази глава интегрални неравенства представля-
ват обобщения на класическото неравенство на Гронуол-Белман и някои
негови аналози

(
[4], [22], [25], [34], [39], [40], [41], [70], [72], [79], [93], [97],

[98], [99], [103], [104] [105], [110], [117]
)
.

В §2.1 са получени решения на линейни интегрални неравенства за
скаларни функции на един аргумент. Основната особеност на тези нера-
венства е, че от едната страна (обикновено лявата) стои само неизвест-
ната функция, а другата страна (съответно дясната) съдържа интеграл,
под знака на който участва линейно както неизвестната функция, та-
ка и нейната максимална стойност върху отминал интервал от време.
Поотделно са разгледани случаите, когато допълнителният член извън
интеграла в дясната страна е константа, монотонна функция и немо-
нотонна функция. Във всеки от тези три случая решенията са корено
различни, а доказателствата зависят помежду си. За пълнота на изло-
жението е разгледан и случаят, когато неизвестната функция от лявата
страна на неравенството е повдигната на степен. Някои от получените
оценки са илюстрирани върху конкретни примери. Част от резултатите
в този параграф са публикувани в [65].

Ще формулираме един от резултатите, получени в §2.1, в който h
е неотрицателна константа, T е фиксирана точка, а точката t0 ∈ R+ е
избрана така, че t0 < T .

Теорема 2.1.2: Нека са изпълнени следните условия.

1. Функцията α ∈ C1([t0, T ),R+) е ненамаляваща и α(t) ≤ t при
t ∈ [t0, T ).

2. Функциите p, q ∈ C([t0, T ),R+) и a, b ∈ C([α(t0), T ),R+).

3. Функцията φ ∈ C([α(t0)− h, t0],R+) и M = max
s∈[α(t0)−h, t0]

φ(s) > 0.

4. Функцията k ∈ C([t0, T ), (0,∞)) е ненамаляваща и M ≥ k(t0).

5. Функцията u ∈ C([α(t0)−h, T ),R+) удовлетворява неравенствата

u(t) ≤ k(t) +

∫ t

t0

[
p(s)u(s) + q(s) max

ξ∈[s−h, s]
u(ξ)

]
ds

+

∫ α(t)

α(t0)

[
a(s)u(s) + b(s) max

ξ∈[s−h, s]
u(ξ)

]
ds при t ∈ [t0, T ),

(1)
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u(t) ≤ φ(t) при t ∈ [α(t0)− h, t0]. (2)

Тогава при t ∈ [t0, T ) е в сила неравенството

u(t) ≤M
k(t)

k(t0)
exp

(∫ t

t0

[
p(s) + q(s)

]
ds+

∫ α(t)

α(t0)

[
a(s) + b(s)

]
ds

)
. (3)

Ще приложим получената оценка в теорема 2.1.2 върху конкретен
пример.

Пример 1: Да разгледаме функцията u ∈ C([−1, 2],R+), която удовлет-
ворява неравенствата

u(t) ≤ 1 +

∫ t

0

u(s)ds+

∫ t

0

max
ξ∈[s−1, s]

u(ξ)ds при t ∈ [0, 2],

u(t) ≤ 1 при t ∈ [−1, 0].

(4)

Съгласно теорема 2.1.2 при t ∈ [0, 2] решението на (4) е ограничено
от функцията exp(2t), т. е. в сила е неравенството

u(t) ≤ exp

(∫ t

0

[
1 + 1

]
ds

)
= exp

(
2t
)
. (5)

Разглеждаме следната начална задача за интегрално уравнение с
максимуми, съответстваща на неравенства (4),

u(t) = 1 +

∫ t

0

u(s)ds+

∫ t

0

max
ξ∈[s−1, s]

u(ξ)ds при t ∈ [0, 2],

u(t) = 1 при t ∈ [−1, 0].

(6)

Означаваме с u∗(t) решението на (6). Ще отбележим, че всяко реше-
ние на (4) е долно решение на (6) и не надминава u∗(t). За намирането
на u∗(t) използваме подходящ софтуер. За функциите u∗(t) и exp(2t)
получаваме следните стойности:
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t u∗(t) exp(2t)

0 1 1
0.1 1.22140251387996 1.22140275816017
0.2 1.49182410091230 1.49182469764126
0.3 1.82211770712101 1.82211880039050
0.4 2.22553914806281 2.22554092849246
. . . . . . . . .
1.8 36.59810269044680 36.59823444368020
1.9 44.70101462934890 44.70118449330370
2 54.59793164127200 54.59815003314800

Таблица 1. Стойности на u∗(t) и exp(2t) в интервала [0, 2].

Таблицата 1 потвърждава, че точното решението u∗(t) на (6) не над-
минава получената оценка за решението на (4), т. е. изпълнено е нера-
венството u∗(t) ≤ exp(2t) в интервала [0, 2].

В §2.2 са решени някои линейни интегрални неравенства с “мак-
симуми” за скаларни функции на два аргумента. Получени са различни
оценки за неизвестната функция в зависимост от участващите константи
и от вида на функцията извън интеграла. Отделено е специално внима-
ние и на случаят, когато неизвестната функция е повдигната на степен.
Някои от получените оценки са приложени върху конкретни примери.
Резултатите в този параграф са частично публикувани в [66].

Основен резултат от този параграф е формулиран в теорема 2.2.2.,
където X, Y са фиксирани точки, а точките x0, y0 ∈ R+ са избрани
така, че x0 < X и y0 < Y .

Теорема 2.2.2: Нека са изпълнени следните условия.

1. Функциите α̃i, β̃i ∈ C1([x0, X),R+) са ненамаляващи функции и
неравенствата α̃i(x) ≤ x, β̃i(x) ≤ x са в сила за всяко x ∈ [x0, X),
където i = 1, . . . , n.

2. Функциите fi, gi ∈ C([J,X) × [y0, Y ),R+), където i = 1, . . . , n и
J = min

1≤ i≤n

(
α̃i(x0), β̃i(x0)

)
.

3. Функцията φ ∈ C([J − h, x0]× [y0, Y ),R+).

4. Функцията k ∈ C([x0, X)× [y0, Y ), (0,∞)) е ненамаляваща по от-
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ношение на двата си аргумента и max
s∈[J̃−h, x0]

φ(s, y) ≤ p
√
k(x0, y) при

y ∈ [y0, Y ).

3. Функцията u ∈ C([J − h,X)× [y0, Y ),R+) удовлетворява неравен-
ствата

(
u(x, y)

)p ≤ k(x, y) +
n∑
i=1

∫ α̃i(x)

α̃i(x0)

∫ y

y0

fi(s, t)u(s, t)dt ds

+
n∑
i=1

∫ β̃i(x)

β̃i(x0)

∫ y

y0

gi(s, t) max
ξ∈[s−h, s]

u(ξ, t)dt ds

при (x, y) ∈ [x0, X)× [y0, Y ),

(7)

u(x, y) ≤ φ(x, y), при (x, y) ∈ [J − h, x0]× [y0, Y ), (8)

където константата p ≥ 1.

Тогава при (x, y) ∈ [x0, X)× [y0, Y ) е в сила неравенството

u(x, y) ≤ p
√
k(x, y)

(
1 + A(x, y)

)
exp

(
A(x, y)

)
, (9)

където

A(x, y) =
1

p

(
n∑
i=1

∫ α̃i(x)

α̃i(x0)

∫ y

y0

fi(s, t)(
K(s, t)

)1− 1
p

dt ds

+
n∑
i=1

∫ β̃i(x)

β̃i(x0)

∫ y

y0

gi(s, t)(
K(s, t)

)1− 1
p

dt ds

)
,

(10)

K(x, y) =

{
k(x, y) при (x, y) ∈ [x0, X)× [y0, Y ),

k(x0, y) при (x, y) ∈ [J − h, x0]× [y0, Y ).
(11)

Ще обърнем внимание на факта, че ако в условията на теорема 2.2.2
константата p ≡ 1, получаваме аналог на класическото неравенство на
Гронуол-Белман в двумерния случай.

Ще отбележим, че оценка (9) изглежда трудна за практическо из-
ползване само на пръв поглед. Ще илюстрираме нейното приложението
върху конкретен пример.

9



Пример 2: Да разгледаме функцията u ∈ C([−1, 1] × [0, 1],R+), която
удовлетворява неравенствата

u(x, y) ≤ 1 +

∫ x

0

∫ y

0

u(s, t)dt ds+

∫ √x
0

∫ y

0

max
ξ∈[s−1, s]

u(ξ, t)dt ds

при (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1],

(12)

u(x, y) ≤ 1 при (x, y) ∈ [−1, 0]× [0, 1]. (13)

Съгласно теорема 2.2.2 при (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] за u(x, y) е в сила
оценката

u(x, y) ≤ exp
(
xy +

√
x y
)
. (14)

В §2.3 са получени решенията на линейни диференциални неравен-
ства, в които участва екстремалната стойност на неизвестната функция
върху отминал интервал от време. Някои от резултатите са приложени
върху конкретни примери, за да се покаже тяхната ефективност и прак-
тическо приложение. Решените диференциални неравенства са основа на
теоретичното обосноваване на асимптотични методи за диференциални
уравнения с “максимуми”. Резултатите от този параграф се публикуват
за първи път в дисертационния труд.

Ще формулираме един от получените резултати в §2.3, в който h
е положителна константа, 0 < T < ∞ е фиксирана точка, а P (h, T ) е
множеството на всички функции u : [−h, T ]→ R, които са непрекъснати
в интервала [−h, T ] и непрекъснато диференцируеми в интервала [0, T ].

Теорема 2.3.1. (Сравнение) Нека са изпълнени следните условия.

1. Функциите M, L ∈ C([0, T ],R+) удовлетворяват неравенството

max
t∈[0, T ]

[
M(t) + L(t)

]
≤ T−1. (15)

2. Функцията u ∈ P (h, T ) удовлетворява неравенствата

u′(t) ≤ −M(t)u(t)− L(t) min
s∈[t−h, t]

u(s), t ∈ [0, T ], (16)

u(t) = u(0) ≤ 0, t ∈ [−h, 0]. (17)
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Тогава при t ∈ [−h, T ] е в сила неравенството u(t) ≤ 0.

Ще илюстрираме получения резултат в теорема 2.3.1 върху конкре-
тен пример.

Пример 3: Да разгледаме функцията u(t), за която са изпълнени усло-
вията

u′(t) ≤ −1

4
u(t)− 1

8
max

ξ∈[s−1, s]
u(ξ) при t ∈ [0, 2],

u(t) = u(0) ≤ −1 при t ∈ [−1, 0].

(18)

Съгласно теорема 2.3.1 получаваме, че u(t) ≤ 0 при t ∈ [−1, 2], т. е.
всяко решение на (18) е неположително.

Разглеждаме следната начална задача за диференциално уравнение
с “максимуми”, която съответства на неравенства (18),

u′(t) = −1

4
u(t)− 1

8
max

ξ∈[s−1, s]
u(ξ) при t ∈ [0, 2],

u(t) = u(0) = −1 при t ∈ [−1, 0].

(19)

Ще отбележим, че всяко решение на (18) е долно решение на (19)
и не надминава решението на (19). След използване на съответния соф-
туер и приближеното решаване на (19), получаваме резултати, които са
нанесени в таблица 2 и графично представени на фигура 1.

t 0 0.1 0.2 0.3 . . . 1.9 2
u(t) -1.0000000 -0.9631944 -0.9277435 -0.8935974 . . . -0.4904166 -0.4723666

Таблица 2. Стойности на u(t) в интервала [0, 2].

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

Legend
u(t)

Фигура 1. Графика на u(t) в интервала [0, 2].
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От графика и от таблицата се вижда, че действително решението
на (19) е неположително в интервала [0, 2].

В §2.4 са решени линейни интегро-сумационни неравенства със “суп-
ремуми” за частично непрекъснати функции на един аргумент. Спрямо
вида на дясната страна на неравенството са изучени поотделно случаи-
те на неотрицателна константа, на монотонна функция, а също така и
когато неизвестната функция е повдигната на степен. Ще отбележим,
че подобно на предишните §2.1 и §2.2, доказателствата в тези случаи
зависят помежду си.

Ще формулираме един от получените резултати в този параграф,
в който h е неотрицателна константа, T е фиксирана точка, t0 ∈ R+ е
избрана така, че t0 < T и t1, t2, t3, . . . е дадена редица от точки, които
удовлетворяват неравенствата 0 < t1 < t2 < t3 < . . . и lim

k→∞
tk = ∞. С

PC(Λ,R) (Λ ⊂ R) е означено множеството от функции u : Λ→ R, които
са частично непрекъснати, т. е. за тях съществуват границите lim

t↓tk
u(t) =

u(tk + 0) < ∞ и lim
t↑tk

u(t) = u(tk − 0) = u(tk) < ∞ при tk ∈ Λ, където

k = 1, 2, . . . .

Теорема 2.4.3. Нека са изпълнени следните условия.

1. Функцията α ∈ C1([t0, T ),R+) е ненамаляваща функция и неравен-
ството α(t) ≤ t е в сила за всяко t ∈ [t0, T ).

2. Функциите a, b ∈ PC([α(t0), T ),R+).

3. Функцията φ ∈ PC([α(t0)− h, t0],R+) и sup
s∈[α(t0)−h, t0]

φ(s) = M <∞.

4. Функцията k ∈ C([t0, T ), (0,∞)) е ненамаляваща и M ≤ k(t0).

5. Функцията u ∈ PC([α(t0) − h, T ),R+) удовлетворява неравенст-
вата

u(t) ≤ k(t) +
∑

t0<ti<t

βiu(ti)

+

∫ α(t)

α(t0)

[
a(s)u(s) + b(s) sup

ξ∈[s−h, s]
u(ξ)

]
ds, t ∈ [t0, T ),

(20)
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u(t) ≤ φ(t), t ∈ [α(t0)− h, t0], (21)

където константите β0 ≡ 0, βi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . ).

Тогава при t ∈ [t0, T ) е в сила неравенството

u(t) ≤M
k(t)

k(t0)

( ∏
t0<ti<t

(
1 + βi

))
exp

(∫ α(t)

α(t0)

[
a(s) + b(s)

]
ds

)
. (22)

b Глава 3. Нелинейни интегрални неравенства, c

съдържащи максимум на неизвестната
скаларна функция

Т рета глава съдържа 3 параграфа на 37 страници. Тя е посвете-
на на нелинейни интегрални неравенства за непрекъснати функции

на един и на два аргумента, които включват максималната стойност на
неизвестната функция върху отминал интервал от време. Решени са и
интегро-сумационни неравенства, включващи “супремуми” на неизвест-
ната частично непрекъсната функция. Резултатите от тази глава пред-
ставляват нелинейни обобщения на неравенството Бихари и на някои
негови аналози

(
[29], [30], [32], [42], [69], [71], [85], [86], [87], [88], [89], [91],

[94], [102], [111], [116], [121]
)
.

В §3.1 са получени решенията на нелинейни интегрални неравенства
с “максимуми” за скаларна функция на един аргумент. Изучени са раз-
лични възможности за нелинейност и на двете страни на неравенствата.
За целта са въведени различни класове от функции по отношение на не-
линейността, като техните свойства са съобразени със спецификата на
съответните неравенства. Някои от неравенствата са публикувани в [26].

Един от основните резултати в този параграф е теорема 3.1.6, в
която T е фиксирана точка, а точката t0 ∈ R+ е избрана така, че t0 < T
и участващите функции под интеграла принадлежат на следния клас.

Дефиниция 3.1.2. Функцията ω ∈ C(R+,R+) принадлежи на класа
Ω2, ако:

(а ) ω(x) > 0 при x > 0 и е ненамаляваща функция ;
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(б )

∫ ∞ dx

ω(x)
=∞ ;

(в ) ω(tx) ≥ tω(x) при 0 ≤ t ≤ 1 .

Теорема 3.1.6. Нека са изпълнени следните условия.

1. Функциите αi, βj ∈ C1([t0, T ),R+) са ненамаляващи функции като
αi(t) ≤ t, βj(t) ≤ t за всяко t ∈ [t0, T ) при i = 1, 2, . . . , n, j =
1, 2, . . . , m.

2. Функциите fi, gj ∈ C([J, T ),R+), където i = 1, 2, . . . , n, j =

1, 2, . . . , m и J = min
(

min
1≤ i≤n

αi(t0), min
1≤ j≤m

βj(t0)
)
.

3. Функцията k ∈ C([t0, T ), [1,∞)) е ненамаляваща.

4. Функцията φ ∈ C([J − h, t0], [0, k̃]), където k̃ = k(t0).

5. Функцията ψ ∈ C1(R+,R+) е растяща функция като ψ(0) = 0 и
lim
t→∞

ψ(t) =∞.

6. Функциите ωi, ω̃j ∈ Ω2 при i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m.

7. Функцията u ∈ C([J − h, T ),R+) удовлетворява неравенствата

ψ
(
u(t)

)
≤ k(t) +

n∑
i=1

∫ αi(t)

αi(t0)

fi(s)
(
u(s)

)p
ωi

(
u(s)

)
ds

+
m∑
j=1

∫ βj(t)

βj(t0)

gj(s)
(
u(s)

)p
ω̃j

(
max

ξ∈[s−h, s]
u(ξ)

)
ds, t ∈ [t0, T ),

(23)

u(t) ≤ φ(t), t ∈ [J − h, t0], (24)

където константата p ≥ 0.

Тогава при t0 ≤ t ≤ t6 е в сила неравенството

u(t) ≤ k(t)ψ−1
{

Ψ−1
[
W−1

(
W
(

Ψ(1)
)

+ A1(t)

)]}
, (25)

където
Ψ(r) =

∫ r

r0

ds[
ψ−1(s)

]p , 0 < r0 < M, (26)
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W (r) =

∫ r

r1

ds

q
[
ψ−1(Ψ−1(s))

] , 0 < r1 < Ψ(M), (27)

A1(t) =
n∑
i=1

∫ αi(t)

αi(t0)

fi(s)
(
k(s)

)p
ds+

m∑
j=1

∫ βj(t)

βj(t0)

gj(s)
(
k(s)

)p
ds, (28)

t6 = sup

{
τ ∈ [t0, T ) :

(
W
(

Ψ(1)
)

+ A1(t)
)
∈ Dom

(
W−1),

W−1
(
W
(

Ψ(1)
)

+ A1(t)
)
∈ Dom

(
Ψ−1

)
и

Ψ−1
[
W−1

(
W
(
Ψ(1)

)
+ A1(t)

)]
∈ Dom

(
ψ−1

)
при t ∈ [t0, τ ]

}
.

Ще илюстрираме приложението на получената оценка в теорема 3.1.6.
върху конкретен пример.

Пример 4: Нека функцията x ∈ C([−1, 2],R+) удовлетворява неравен-
ствата

x(t) ≤ 1 +

∫ t

0

√
x(s)ds+

∫ √t
0

√
max

ξ∈[s−1, s]
x(ξ)ds при t ∈ [1, 2],

x(t) ≤ 1 при t ∈ [−1, 0].

(29)

Съгласно теорема 3.1.6. при t ∈ [0, 2] е в сила неравенството

x(t) ≤
[
1 +

1

2
t+

1

2

√
t

]2
. (30)

В §3.2 са решени някои нелинейни интегрални неравенства за ска-
ларни функции на два аргумента, които включват максималната стой-
ност на неизвестната функция по една от променливите върху отминал
интервал от време. Съществената особеност на разглежданите неравен-
ства е свързана с вида на нелинейните функции под знака за интеграл,
чиито аргументи са неизвестната функция и нейната максимална стой-
ност. За целта са въведи специални класове от нелинейни функции с
различни свойства. Част от оценките са приложени върху конкретни
примери. Някои от резултатите в този параграф са публикувани в [106].
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Ще представим един от получените резултати в §3.2, в който X, Y
са фиксирани точки и точките x0, y0 ∈ R+ са избрани така, че x0 < X
и y0 < Y .

Теорема 3.2.1. Нека са изпълнени следните условия.

1. Функциите αi, βj ∈ C1([x0, X),R+) са ненамаляващи функции и
неравенствата αi(x) ≤ x, βj(x) ≤ x са в сила за всяко x ∈ [x0, X),
където i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m.

2. Функциите fi, gj ∈ C([J,X) × [y0, Y ),R+), където i = 1, 2, . . . , n,

j = 1, 2, . . . ,m и J = min
(

min
1≤ i≤n

αi(x0), min
1≤ j≤m

βj(x0)
)
.

3. Функцията φ ∈ C([J − h, x0]× [y0, Y ), [0, k]), където k = const ≥ 0.

4. Функциите ωi, ω̃j ∈ C(R+,R+) са ненамаляващи и ωi(x) > 0,
ω̃j(x) > 0 при x > 0, където i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m.

5. Функцията u ∈ C([J − h,X)× [y0, Y ),R+) удовлетворява неравен-
ствата

u(x, y) ≤ k +
n∑
i=1

∫ αi(x)

αi(x0)

∫ y

y0

fi(s, t)ωi

(
u(s, t)

)
dtds

+
m∑
j=1

∫ βj(x)

βj(x0)

∫ y

y0

gj(s, t)ω̃j

(
max

ξ∈[s−h, s]
u(ξ, t)

)
dtds,

(x, y) ∈ [x0, X)× [y0, Y ),

u(x, y) ≤ φ(x, y), (x, y) ∈ [J − h, x0]× [y0, Y ).

(31)

Тогава при (x, y) ∈ G1 е в сила неравенството

u(x, y) ≤ W−1
(
W (k) +

n∑
i=1

∫ αi(x)

αi(x0)

∫ y

y0

fi(s, t)dtds

+
m∑
j=1

∫ βj(x)

βj(x0)

∫ y

y0

gj(s, t)dtds

)
,

(32)

W (r) =

∫ r

r0

ds

ω(s)
<∞, 0 ≤ r0 < k < r, (33)
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ω(t) = max
(

max
1≤ i≤n

ωi(t), max
1≤ j≤m

ω̃j(t)
)
, (34)

G1 =

{
(x, y) ∈ [x0, X)× [y0, Y ) :

(
W (k) +

n∑
i=1

∫ αi(x)

αi(x0)

∫ y

y0

fi(s, t)dt ds

+
m∑
j=1

∫ βj(x)

βj(x0)

∫ y

y0

gj(s, t)dt ds

)
∈ Dom

(
W−1)}.

В §3.3 са решени нелинейни интегро-сумационни неравенства със
“супремуми” за частично непрекъсната функция на един аргумент в слу-
чая, когато под знака за интеграл неизвестната функция и нейната мак-
симална стойност върху отминал интервал от време са повдигнати на
степен. Разгледани са различните възможности за вида на степените.
Резултатите в този параграф са отпечатани в [67].

Един от резултатите в този параграф е формулиран в теорема 3.3.1,
където h е неотрицателна константа, точките t0, T са фиксирани така,
че 0 ≤ t0 < T ≤ ∞. Точките t1, t2, . . . удовлетворяват неравенствата
0 < t1 < t2 < . . . , lim

k→∞
tk = ∞ и Z(t0, T ) е множеството от всички

естествени числа k, за които tk ∈ (t0, T ). С PC(Λ,R) (Λ ⊂ R) е означено
множеството от функции u : Λ → R, които са частично непрекъснати,
т. е. за тях съществуват границите lim

t↓tk
u(t) = u(tk + 0) <∞ и lim

t↑tk
u(t) =

u(tk − 0) = u(tk) <∞ при tk ∈ Λ, където k = 1, 2, . . . .

Теорема 3.3.1. Нека са изпълнени следните условия.

1. Функцията α ∈ C1([t0, T ),R+) е ненамаляваща функция и α(t) ≤ t
при t ∈ [t0, T ).

2. Функциите a, b ∈ C([α(t0), T ),R+).

3. Функцията φ ∈ C([α(t0)− h, t0],R+) и max
s∈[α(t0)−h, t0]

φ(s) = M .

4. Функцията u ∈ PC([α(t0) − h, T ),R+) удовлетворява неравенст-
вата
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u(t) ≤ γ +
∑

t0<ti<t

βiu
p(ti)

+

∫ α(t)

α(t0)

[
a(s)

(
u(s)

)p
+ b(s)

(
sup

ξ∈[s−h, s]
u(ξ)

)p]
ds, t ∈ [t0, T ),

(35)

u(t) ≤ φ(t), t ∈ [α(t0)− h, t0], (36)

където константите βi ≥ 0, (i ∈ Z(t0, T )), p > 0 и γ ≤M .

Тогава при t ∈ [t0, T ) е в сила оценката

(а ) при p = 1

u(t) ≤M

( ∏
t0<ti<t

(
1 + βi

))
exp

(
Q(t)

)
, (37)

където

Q(t) =

∫ α(t)

α(t0)

[
a(s) + b(s)

]
ds. (38)

Ако
Q(t) ≤ M 1−p

p
, (39)

∏
t0<ti<t

(
1 + p βiM

p−1) < ( p

p− 1

) 1
p−1

, (40)

то при t ∈ [t0, T ) са изпълнени неравенствата

(б ) при p ∈ (0, 1)

u(t) ≤
( ∏
t0<ti<t

(
1 + βiM

p−1))[M 1−p + (1− p)Q(t)
] 1

1−p
; (41)

(в ) при p > 1

u(t) ≤M

( ∏
t0<ti<t

(
1 + p βiM

p−1))×
×
{

1− (p− 1)

[
M

( ∏
t0<ti<t

(
1 + p βiM

p−1))]p−1Q(t)

} 1
p−1

.

(42)
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b Глава 4. Диференциални уравнения, c

съдържащи максимум на неизвестната
скаларна функция

Ч етвърта глава съдържа 4 параграфа на 30 страници. В нея е про-
ведено качествено изследване на свойства на решения на диферен-

циални уравнения с “максимуми”/“супремуми” с помощта на интегрални
неравенства, решени в глави 2 и 3. Също така е обоснован приближен
асимптотичен метод за решаване на обобщена гранична задача за нели-
нейни диференциални уравнения с “максимуми”.

В §4.1 са получени достатъчни условия за единственост на решени-
ето на начална задача за нелинейни диференциални уравнения с “мак-
симуми”. Намерени са оценки на решенията и е изследвана непрекъс-
ната зависимост от началните условия на решенията на диференциал-
ни уравнения с “максимуми”. Някои от тези резултати са публикувани
в [26] и [65].

В §4.2 са получени оценки на решенията на частни диференциални
уравнения с “максимуми”, които съществено зависят от вида на дясна-
та част и на началните условия. Разгледани са както постоянни, така и
променливи начални условия. По отношение на дясната страна са изс-
ледвани случаите, когато функцията е ограничена от степенна функция.
Тези резултати се основават на разработения в глави 2 и 3 математичес-
ки апарат на интегралните неравенства за функции на два аргумента.
Теоретичните оценки са илюстрирани върху конкретни примери. Резул-
татите в този параграф са публикувани в [66] и [106].

Ще формулираме един от получените резултати в този параграф, в
който X, Y са фиксирани точки и точките x0, y0 ∈ R+ са избрани така,
че x0 < X и y0 < Y .

Разглеждаме следното нелинейно частно диференциално уравнение
с “максимуми”

u
′′

x y = F
(
x, y, u(x, y), max

s∈[σ(x), τ(x)]
u(s, y)

)
, (x, y) ∈ [x0, X)×[y0, Y ), (43)
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с начални условия

u(x0, y) = ϕ1(y), y ∈ [y0, Y )

u(x, y0) = ϕ2(x), x ∈ [x0, X)

u(x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ [τ(x0)− h, x0]× [y0, Y )

(44)

където u : [τ(x0)−h,X)× [y0, Y )→ R, ϕ1 : [y0, Y )→ R, ϕ2 : [x0, X)→ R,
ψ : [τ(x0)− h, x0]× [y0, Y )→ R и F : [x0, X)× [y0, Y )× R× R→ R.

В случая, когато дясната част на (43) е сравнима с квадратен корен
на аргументите си, е в сила следният резултат.

Теорема 4.2.1. (Ограниченост). Нека са изпълнени следните условия.

1. Функциите τ, σ ∈ C1([x0, X),R+), τ(t) е ненамаляваща функция
и съществува константа h > 0 такава, че τ(x) − σ(x) ≤ h при
x ∈ [x0, X).

2. Функцията F ∈ C([x0, X)× [y0, Y )×R×R,R) удовлетворява при
(x, y) ∈ [x0, X)× [y0, Y ) и γ, ν ∈ R условието∣∣∣F (x, y, γ, ν)

∣∣∣ ≤ Q(x, y)
√
|γ|+R(x, y)

√
|ν| ,

където функциите Q, R ∈ C([x0, X)× [y0, Y ),R+).

3. Функцията ψ ∈ C([τ(x0)− h, x0]× [y0, Y ),R).

4. Функциите ϕ1 ∈ C([y0, Y ),R), ϕ2 ∈ C([x0, X),R) и ϕ1(y0) = ϕ2(x0),
ϕ1(y) = ψ(x0, y) при y ∈ [y0, Y ) .

5. Функцията u(x, y) е решение на началната задача (43), (44), което
е дефинирано при (x, y) ∈ [τ(x0)− h,X)× [y0, Y ).

Тогава при (x, y) ∈ [x0, X)× [y0, Y ) за решението u(x, y) на начал-
ната задача (43), (44) е в сила оценката∣∣u(x, y)

∣∣ ≤ K(x, y)+P1(x, y)

(
1+

1

2

∫ x

x0

∫ y

y0

[
Q(s, t)+R(s, t)

]
dt ds

)2

, (45)

където

K(x, y) =

{ ∣∣ϕ1(y) + ϕ2(x)− ϕ2(x0)
∣∣, (x, y) ∈ [x0, X)× [y0, Y ),∣∣ψ(x, y)

∣∣, (x, y) ∈ [τ(x0)− h, x0]× [y0, Y ),
(46)
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P1(x, y) = 1 +

∫ x

x0

∫ y

y0

Q(s, t)
√
K(s, t) dt ds

+

∫ x

x0

∫ y

y0

R(s, t)
√

max
ξ∈[σ(s), τ(s)]

K(ξ, t) dt ds.
(47)

В частния случай, когато началните функции в условия (44) са кон-
станти и дясната страна на (43) е сравнима с квадратен корен на ар-
гументите си и е Липшицова с константи, а не с функции, получаваме
следния резултат.

Следствие 4.2.1. Нека са изпълнени условията на теорема 4.2.1 като
ϕ1(y) ≡ C, ϕ2(x) ≡ C, ψ(x, y) ≡ C, Q(x, y) ≡ Q, R(x, y) ≡ R, където
C, Q и R са константи.

Тогава при (x, y) ∈ [x0, X)× [y0, Y ) за решението u(x, y) на начал-
ната задача (43), (44) е в сила оценката

∣∣u(x, y)
∣∣ ≤ (√|C|+ 1

2
(Q+R)(x− x0)(y − y0)

)2

. (48)

В §4.3 е разширена концепцията за ограниченост и за практическа
устойчивост на решенията на импулсни диференциални уравнения със
“супремуми”. Ще отбележим, че при изследването на устойчивост на ре-
шенията на диференциални уравнения са използвани различни подходи(
[3], [5], [6], [7], [8], [9], [13], [14], [15], [36], [47], [53], [59], [60], [63], [73],
[74], [75], [80], [84]

)
. В този параграф изследванията се базират на пос-

троения в §3.3 апарат на интегро-сумационни неравенства. Разгледан е
случаят, когато десните страни на уравнението и на импулсното условие
са съпоставими с положителна степен на аргументите си. Разгледани са
различните възможности за вида на степените. Резултатите са илюстри-
рани с подходящо избрани конкретни примери. Някои от резултатите в
този параграф са публикувани в [67].

Ще формулираме един от получените резултати в този параграф,
в който t1, t2, t3, . . . е дадена редица от точки, които удовлетворяват
неравенствата 0 < t1 < t2 < t3 < . . . и lim

k→∞
tk = ∞. Точките t0 и T са

фиксирани така, че 0 ≤ t0 < T ≤ ∞ и Z(t0, T ) е множеството от всички
естествени числа k, за които tk ∈ (t0, T ). С PC(Λ,R) (Λ ⊂ R) е означено
множеството от функции u : Λ → R, които са частично непрекъснати,
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т. е. за тях съществуват границите lim
t↓tk

u(t) = u(tk + 0) <∞ и lim
t↑tk

u(t) =

u(tk − 0) = u(tk) <∞ при tk ∈ Λ, където k = 1, 2, . . . .

Разглеждаме нелинейното импулсно диференциално уравнение със
“супремуми”

x′ = f
(
t, x(t), sup

s∈[σ(t),τ(t)]
x(s)

)
, при t ∈ [t0, T ), t 6= ti, (49)

с импулсно условие

∆x
∣∣
t= ti

= Ii
(
x(ti)

)
, при i ∈ Z(t0, T ), (50)

и с начално условие

x(t) = φ(t), t ∈ [τ(t0)− h, t0], (51)

където x : [τ(t0)−h, T )→ R, φ : [τ(t0)−h, t0]→ R, f : [t0, T )×R×R→ R,
Ii : R→ R и ∆x

∣∣
t= ti

= x(ti + 0)− x(ti − 0) при i ∈ Z(t0, T ).

Нека x(t; t0, φ) е решение на началната задача (49) – (51). Означава-
ме |φ|0 = max

s∈[τ(t0)−h, t0]
|φ(s)|.

Ще казваме, че са изпълнени условия (H), ако:

(H1) функциите σ, τ ∈ C1([t0, T ),R+) са ненамаляващи, τ(t) ≤ t при
t ∈ [t0, T ) и съществува неотрицателна константа h такава, че τ(t)−
σ(t) ≤ h при t ∈ [t0, T );

(H2) функцията f ∈ C(R+ × R × R,R), f(t, 0, 0) = 0 и удовлетворява
неравенството∣∣∣f(t, x, y)∣∣∣ ≤ A(t)

∣∣x∣∣p +B(t)
∣∣y∣∣p при x, y ∈ R,

където функциите A, B ∈ C(R+,R+) и p е положителна константа;

(H3) функциите Ii : R→ R, Ii(0) = 0 и са в сила неравенствата∣∣Ii(x)
∣∣ ≤ βi

∣∣x∣∣p при x ∈ R, βi = const > 0, i ∈ Z(0,∞);

(H4) за всяка точка t0 ∈ R+ и всяка начална функция φ ∈ C([τ(t0) −
h, t0],R) началната задача (49) – (51) притежава решение x(t; t0, φ) ∈
PC([τ(t0)− h,∞),R).
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Решението x(t) на началната задача за нелинейното импулсно дифе-
ренциално уравнение със “супремуми” (49) – (51) удовлетворява следното
интегро-сумационно уравнение

x(t) = φ(t0) +
∑

t0<ti<t

Ii
(
x(ti)

)
+

∫ t

t0

f
(
s, x(s), sup

ξ∈[σ(s),τ(s)]
x(ξ)

)
ds, t ∈ [t0, T ).

(52)

Ще въведем дефиниции за различни видове ограниченост и устой-
чивост на решенията на началната задача (49) – (51).

Дефиниция 4.3.1. Ще казваме, че решението x(t; t0, φ) на началната
задача за нелинейното импулсно диференциално уравнение със “супре-
муми” (49) – (51) е ограничено, ако за всяко число α > 0 и всяко t0 ∈ R+

съществува число β = β(α, t0) > 0 такова, че при |φ|0 < α е изпълнено
|x(t; t0, φ)| < β при t ≥ t0, където функцията φ ∈ C([τ(t0)− h, t0],R).

Дефиниция 4.3.2. Ще казваме, че решението x(t; t0, φ) на началната
задача за нелинейното импулсно диференциално уравнение със “супре-
муми” (49) – (51) е равномерно ограничено, ако за всяко число α > 0
съществува число β = β(α) > 0 такова, че при |φ|0 < α е изпълнено
|x(t; t0, φ)| < β при t ≥ t0, където функцията φ ∈ C([τ(t0)− h, t0],R).

Нека λ, Λ са дадени константи такива, че 0 < λ < Λ.

Дефиниция 4.3.3. Ще казваме, че тривиалното решение на импулс-
ното диференциално уравнение със “супремуми” (49), (50) е:

— практически устойчиво по отношение на (λ, Λ), ако съществува
t0 ∈ R+ такова, че при |φ|0 < λ е изпълнено |x(t; t0, φ)| < Λ при
t ≥ t0, където функцията φ ∈ C([τ(t0)− h, t0],R);

— равномерно практически устойчиво по отношение на (λ, Λ), ако за
всяко t0 ∈ R+ от неравенството |φ|0 < λ следва, че |x(t; t0, φ)| < Λ
при t ≥ t0, където функцията φ ∈ C([τ(t0)− h, t0],R).

Теорема 4.3.1. Нека са изпълнени следните условия.

1. Условия (H) са удовлетворени при p = 1.
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2. За всяко t0 ∈ R+ съществуват lim
t→∞

Ψ(t0, t) = η1(t0) и lim
t→∞

Φ(t0, t) =

η2(t0), където η1, η2 ∈ C(R+,R+), а Ψ(t0, t) и Φ(t0, t) са дефинирани
с равенствата

Ψ(t0, t) =
∏

t0<ti<t

(
1 + βi

)
, (53)

Φ(t0, t) =

∫ t

t0

[
A(s) +B(s)

]
ds. (54)

Тогава:

(а ) всяко решение на импулсното диференциално уравнение със “суп-
ремуми” (49), (50) е ограничено;

(б ) ако функциите η1(t) и η2(t) са ограничени, т. е. съществуват кон-
станти µ1 > 0 и µ2 > 0 такива, че ηk(t) ≤ µk, (k = 1, 2) при
t ∈ R+ , то всички решения на импулсното диференциално уравне-
ние със “супремуми” (49), (50) са равномерно ограничени;

(в ) ако за дадените константи 0 < λ < Λ съществува t0 ∈ R+ такава,
че

λ η1(t0) exp
(
η2(t0)

)
< Λ, (55)

то тривиалното решение на импулсното диференциално уравне-
ние със “супремуми” (49), (50) е практически устойчиво по отно-
шение на (λ, Λ);

(г ) ако функциите η1(t) и η2(t) са ограничени, т. е. съществуват кон-
станти µ1 > 0 и µ2 > 0 такива, че ηk(t) ≤ µk, (k = 1, 2) при
t ∈ R+ и

λµ1 exp
(
µ2

)
< Λ, (56)

то тривиалното решение на импулсното диференциално уравне-
ние със “супремуми” (49), (50) е равномерно практически устой-
чиво по отношение на (λ, Λ).

Теорема 4.3.5. Нека са изпълнени следните условия.

1. Условия (H1) и (H4) са удовлетворени.
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2. Функцията f ∈ C(R+ × R× R,R), f(t, 0, 0) = 0 и∣∣∣f(t, x, y)∣∣∣ ≤ e−t
[∣∣x∣∣p +

∣∣y∣∣p] при x, y ∈ R, p ∈ (0, 1).

3. Функциите Ii : R→ R, Ii(0) = 0 и∣∣Ii(x)
∣∣ ≤ 1

4i2 − 1

∣∣x∣∣p при x ∈ R, i ∈ Z(t0, T ).

Тогава ако дадените константи λ ∈ (0, 1) и Λ > 0 са такива, че
π

2

[
λ1−p + 2(1− p)

] 1
1−p < Λ,

то тривиалното решение на импулсното диференциално уравнение със
“супремуми” (49), (50) е равномерно практически устойчиво по отно-
шение на (λ, Λ).

Ще илюстрираме получените в теорема 4.3.5 достатъчни условия
върху конкретен пример.

Пример 5: Да разгледаме началната задача за скаларно импулсно ди-
ференциално уравнение със “супремуми”

x′ = e−t

(
√
x+

√
sup

s∈[t−h, t]
x(s)

)
при t ≥ t0, t 6= n,

x(n+ 0)− x(n− 0) =
1

4n2 − 1

√
x(n− 0) при n ∈ Z(t0,∞),

x(t) = ϕ(t) при t ∈ [t0 − h, t0],

(57)

където x(t) ∈ R, h > 0 е дадена константа и ϕ ∈ C([t0 − h, t0],R+).

Условията на теорема 4.3.5 са изпълнени при p = 1
2 . Тогава съгласно

теорема 4.3.5 тривиалното решение на импулсното диференциално урав-
нение със “супремуми” (57) е равномерно практически устойчиво по от-
ношение на

(
1
4 , 4
)
, тъй като при λ = 1

4 , Λ = 4 е изпълнено неравенството
π
2

(√
λ+ 1

)2
< Λ.

�

В §4.4 е предложен алгоритъм за приближено решаване на обобщена
гранична задача за диференциални уравнения с “максимуми” . Резулта-
тите от този параграф се публикуват за първи път в дисертационния
труд.
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Нека h е положителна константа, 0 < T < ∞ е фиксирана точка,
а P (h, T ) е множеството на всички функции u : [−h, T ] → R, които
са непрекъснати в интервала [−h, T ] и непрекъснато диференцируеми в
интервала [0, T ].

Разглеждаме нелинейното диференциално уравнение с “максимуми”

x′(t) = f
(
t, x(t), max

s∈[t−h, t]
x(s)

)
при t ∈ [0, T ] (58)

с гранично условие

g
(
x(0), x(T )

)
= 0, (59)

и начално условие

x(t) = x(0), при t ∈ [−h, 0], (60)

където x(t) ∈ R, f : [0, T ]× R2 → R, g : R2 → R.

Ще отбележим, че граничното условие (59) е в много общ вид и за-
това граничната задача (58) – (60) включва в себе си като частни случаи
началната задача, периодичната задача, линейната гранична задача.

Дефиниция 4.4.1. Ще казваме, че функцията α : [−h, T ]→ R е долно
(горно) решение на задача (58) – (60), ако

α′(t) ≤ (≥) f
(
t, α(t), max

s∈[t−h, t]
α(s)

)
при t ∈ [0, T ],

g
(
α(0), α(T )

)
≤ (≥) 0, α(t) = α(0) при t ∈ [−h, 0].

(61)

За да илюстрираме приложението на долните решения, ще разгле-
даме следния пример.

Пример 6: Разглеждаме диференциалното уравнение с “максимуми”

x′ = x(t) + max
s∈[t−1, t]

x(s) при t ∈ [0, 2],

с гранично условие

x(0) = x2(2),

и начално условие

x(t) = x(0) при t ∈ [−1, 0].
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Макар и линейна, тази задача не може да бъде решена в явен вид,
но, например, лесно се намира долно решение α(t) = C, където C ≥ 1.
Очевидно е, че дадената задача има безброй много долни решения.

�

Нека α, β : [−h, T ] → R са дадени функции, които удовлетво-
ряват неравенството α(t) ≤ β(t) при t ∈ [−h, T ]. Въвеждаме следните
множества

W (α, β) = [α(0), β(0)]× [α(T ), β(T )],

S(α, β) =
{
u : [−h, T ]→ R : α(t) ≤ u(t) ≤ β(t) при t ∈ [−h, T ]

}
,

Ω(α, β) =

(t, x, y) ∈ [0, T ]× R× R :
α(t) ≤ x ≤ β(t)

max
s∈[t−h, t]

α(s) ≤ y ≤ max
s∈[t−h, t]

β(s)

 .

Дефиниция 4.4.2. Нека функциите α, β : [0, T ] → R са такива,
че α(t) ≤ β(t) при t ∈ [0, T ]. Ще казваме, че функцията g(x, y) ∈
C(W (α, β),R) е квази-нерастяща вW (α, β), ако за всяко x ∈ [α(0), β(0)]
и y1, y2 ∈ [α(T ), β(T )] такива, че y1 ≤ y2, е изпълнено неравенството
g(x, y1) ≥ g(x, y2).

Основният теоретичен резултат за получаване на приближено реше-
ние на обобщената гранична задача за нелинейно диференциално урав-
нение с “максимуми” (58) – (60) е формулиран в следната теорема.

Теорема 4.4.1. Нека са изпълнени следните условия.

1. Функциите α0, β0 ∈ P (h, T ) са съответно долно и горно решение
на задача (58) – (60) и α0(t) ≤ β0(t) при t ∈ [−h, T ].

2. Функцията g(u, v) ∈ C(W (α0, β0),R) е квази-нерастяща вW (α0, β0)
и съществува константа γ > 0 такава, че при (u1, v), (u2, v) ∈
W (α0, β0), u1 ≤ u2, е изпълнено неравенството

g(u1, v)− g(u2, v) ≤ γ
(
u1 − u2

)
.

3. Функцията f ∈ C(Ω(α0, β0),R) за всяко фиксирано t ∈ [0, T ] е неп-
рекъсната по отношение на втория и третия си аргумент и при
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(t, x1, y1), (t, x2, y2) ∈ Ω(α0, β0), x1 ≤ x2, y1 ≤ y2, удовлетворява
условието

f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2) ≤ −M(t)
[
x1 − x2

]
− L(t)

[
y1 − y2

]
,

където за функциите M, L ∈ C([0, T ],R+) е в сила неравенство

max
s∈[0, T ]

[
M(s) + L(s)

]
T ≤ 1. (62)

Тогава съществуват две редици
{
αn(t)

}∞
n=0

и
{
βn(t)

}∞
n=0

такива, че:

(а ) функциите αn ∈ P (h, T ) (n = 1, 2, . . . ) са долни решения на (58) –
(60);

(б ) функциите βn ∈ P (h, T ) (n = 1, 2, . . . ) са горни решения на (58) –
(60);

(в ) редицата
{
αn(t)

}∞
n=0

е монотонно ненамаляваща;

(г ) редицата
{
βn(t)

}∞
n=0

е монотонно нерастяща;

(д ) при t ∈ [−h, T ] са изпълнени неравенствата

α0(t) ≤ . . . ≤ αn(t) ≤ βn(t) ≤ . . . ≤ β0(t); (63)

(е ) двете редици са равномерно сходящи в интервала [−h, T ] и тех-
ните гранични функции V (t) = lim

n→∞
αn(t) и W (t) = lim

n→∞
βn(t) са

решения на обобщената гранична задача (58) – (60) в S(α0, β0);

(ж ) в случая, когато обобщената гранична задача (58) – (60) не при-
тежава единствено решение, тогава функциите V (t) и W (t) са
съответно минимално и максимално решение на обобщената гра-
нична задача (58) – (60) в S(α0, β0).

Ще приложим обоснования в този параграф алгоритъм за решаване
на конкретна гранична задача.

Пример 7: Разглеждаме нелинейното диференциално уравнение с “мак-
симуми”

u′ =
1

1− u(t)
− 1.35 max

s∈[t−0.1, t]
u(s)− 1 при t ∈ [0, 0.31], (64)
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с гранично условие

u(0) = 0.5u(0.31), (65)

и начално условие

u(t) = u(0) при t ∈ [−0.1, 0]. (66)

Началната задача (64) – (66) притежава нулево решение. Ще конст-
руираме две редици съответно от долни и горни решения на обобщената
гранична задача (64) – (66), които монотонно клонят към нулевото реше-
ние.

Функциите α0(t) ≡ −0.25 и β0(t) ≡ 0.25 са долно и горно решение
на задачата (64) – (66). Дясната страна на уравнението е f(t, x, y) =
1

1−x − 1.35 y − 1.

Нека (t, x1, x2), (t, y1, y2) ∈
{

(t, x1, x2) ∈ [0, 0.31]×R×R : −0.25 ≤
x1, x2 ≤ 0.25

}
и xi ≤ yi при i = 1, 2. Тогава получаваме, че

f(t, x1, x2)− f(t, y1, y2) =
1

1− x1
− 1

1− y1
+ 1.35

[
y2 − x2

]
(67)

≤ −M(t)(x1 − y1)− L(t)(x2 − y2),

където M(t) ≡ 16
9 , L(t) ≡ 1.35 и t ∈ [0, 0.31].

Също така е изпълнено (62). Следователно f(t, x, y) удовлетворява
условие 3 на теорема 4.4.1.

Функцията g(u, v) = u− 0.5v е квази-нерастяща по отношение на v
и константата γ ≡ 1 в условие 2 на теорема 4.4.1.

Ще приложим предложената процедура в теорема 4.4.1, за да полу-
чим две редици, които са монотонно сходящи към нулата.

А) Конструиране на растяща редица от долни решения
{
αn(t)

}∞
n=1

В общия случай αn(t), n ≥ 1, е решение на следната начална задача
за линейно диференциално уравнение с “максимуми”

α′n(t) = Qn(t)− 1.8αn(t)− 1.35 max
s∈[t−0.1, t]

αn(s), t ∈ [0, 0.31],

αn(t) = 0.5αn−1(0.31), t ∈ [−0.1, 0],
(68)
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където
Qn(t) =

1

1− αn−1(t)
− 1 + 1.8αn−1(t). (69)

Съгласно лема 4.4.1 началната задача (68) притежава единствено
решение αn(t).

Б) Конструиране на намаляваща редица от горни решения
{
βn(t)

}∞
n=1

В общия случай βn(t), n ≥ 1, е решение на следната начална задача
за линейно диференциално уравнение с “максимуми”

β′n(t) = Pn(t)− 1.8 βn(t)− 1.35 max
s∈[t−0.1, t]

βn(s), t ∈ [0, 0.31],

βn(t) = 0.5 βn−1(0.31), t ∈ [−0.1, 0],
(70)

където
Pn(t) =

1

1− βn−1(t)
− 1 + 1.8 βn−1(t). (71)

Съгласно лема 4.4.1 началната задача (70) притежава единствено
решение βn(t).

С помощта на компютърна реализация на схемата за решаване на
начална задача за скаларно линейно диференциално уравнение с “макси-
муми”, която е предложена в теорема 4.4.1, са решени началните задачи
(68) и (70). Получените стойности са представени в табличен и графичен
вид.

t 0 0.01 0.02 0.03 . . . 0.30 0.31
β1(t) 0.1250000 0.1288082 0.1324992 0.1360765 . . . 0.2002799 0.2017699
β2(t) 0.1008850 0.1011120 0.1014502 0.1018942 . . . 0.1395417 0.1412406
β3(t) 0.0706203 0.0705963 0.0705811 0.0705779 . . . 0.0921777 0.0934045
β4(t) 0.0467023 0.0462039 0.0457137 0.0452319 . . . 0.0575085 0.0583688
β5(t) 0.0291844 0.0282989 0.0274149 0.0265326 . . . 0.0318953 0.0325328
α5(t) -0.0275353 -0.0277878 -0.028046 -0.0283101 . . . -0.0371705 -0.0375443
α4(t) -0.0405604 -0.0409374 -0.0413221 -0.0417143 . . . -0.0545330 -0.0550706
α3(t) -0.0603444 -0.0608797 -0.0614206 -0.0619683 . . . -0.0803353 -0.0811208
α2(t) -0.0897958 -0.0903481 -0.0909539 -0.0916112 . . . -0.1195915 -0.1206888
α1(t) -0.1250000 -0.1275123 -0.1299804 -0.1324050 . . . -0.1785840 -0.1795917

Таблица 3. Стойности на долните/горните приближения
{
αn(t)

}
и
{
βn(t)

}
в

интервала [0, 0.31], където n = 1, 2, 3, 4, 5.
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Фигура 2. Графика на долните/горните приближения
{
αn(t)

}
и
{
βn(t)

}
в

интервала [0, 0.31], където n = 1, 2, 3, 4, 5.

От таблицата и от графиката се вижда, че редицата от долни ре-
шения е редица от отрицателни функции, която е монотонно растяща.
Редицата от горни решения е редица от положителни функции, която е
монотонно намаляваща. Двете редици се приближават все повече и пове-
че към нулата, което практически показва твърдението на теорема 4.4.1
и ефективността на предложения в нея алгоритъм.

�
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b Авторска справка за приносите c

В дисертационния труд има основно научни резултати в теория-
та на диференциалните уравнения. Те могат да се обединят в две

основни групи.

А. Разширяване на математическият апарат на интегрални и диферен-
циални неравенства чрез:

А1. обобщаване на класове линейни и нелинейни интегрални неравенст-
ва за непрекъснати скаларни функции на един аргумент, необходи-
ми при изследване на качествени свойства на решенията на дифе-
ренциални уравнения с “максимуми”;

А2. въвеждане на нови линейни и нелинейни обобщения на класическо-
то неравенството на Гронуол-Белман и на Бихари за непрекъснати
скаларни функции на два аргумента, необходими при изследване на
качествени свойства на решенията на частни диференциални урав-
нения с “максимуми”;

А3. решаване на нови линейни и нелинейни интегрални неравенства за
частично непрекъснати скаларни функции на един аргумент, не-
обходими при изследване на качествени свойства на решенията на
импулсни диференциални уравнения със “супремуми”;

А4. решаване на линейни диференциални неравенства за непрекъснати
скаларни функции на един аргумент, необходими при обосноваване-
то на приближен асимптотичен метод за решаване на диференциал-
ни уравнения с “максимуми”.

Б. Допълване теорията на диференциалните уравнения чрез:

Б1. изследване на някои качествени свойства на решенията на дифе-
ренциални уравнения с “максимуми” и на частни диференциални
уравнения с “максимуми”, като са получени достатъчни условия за
единственост, ограниченост и непрекъсната зависимост от начални-
те условия на техните решения;
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Б2. разширяване на понятието практическа устойчивост върху импул-
сните диференциални уравнения със “супремуми” и получаване на
достатъчни условия за този вид устойчивост;

Б3. обосноваване на приближен асимптотичен метод за решаване на не-
линейна гранична задача за диференциални уравнения с “максиму-
ми”.

Ще подчертаем, че резултатите от група Б) са получени благодаре-
ние на разширения математически апарат, отбелязан в група А).

Връзките между приносите, целите, задачите, мястото на описание
в дисертационния труд и направените публикации са представени в таб-
личен вид:

Приноси Цели Задачи Параграфи Публикации
А1 1) I 2.1, 3.1 [1], [2]
А2 1) I 2.2, 3.2 [3], [5]
А3 1) I 2.4, 3.3 [4]
А4 1) II 2.3
Б1 2) III 4.1, 4.2 [1], [2], [3]
Б2 2) III 4.3 [4]
Б3 2) IV 4.4

Таблица 4. Връзки между приноси, цели, задачи, параграфи и публикации
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b Перспективи за развитие c

Е дин ефективен и успешно прилаган математически апарат при ка-
чественото изследване и приближеното решаване на различни типо-

ве диференциални уравнения са т. н. интегрални и диференциални нера-
венства. Във връзка с цялостното изграждане на този апарат, необходим
за изследването на различни типове диференциални уравнения с “мак-
симуми”, се предвижда изследванията в тази област да продължат, като
се планира решаване на:

\ неравенства, съдържащи както неизвестната непрекъсната функ-
ция на един аргумент, така и нейния максимум върху отминал ин-
тервал с променлива дължина;

\ неравенства, съдържащи както неизвестната непрекъсната функ-
ция на два аргумента, така и нейния максимум по едната промен-
лива върху отминал интервал с променлива дължина;

\ нелинейни неравенства, съдържащи както неизвестната частично
непрекъсната функция на един аргумент, така и нейния супремум
върху отминал интервал с променлива дължина.

Ще бъде продължено използването както на новите, така и на ре-
зултатите от дисертационния труд за качествено изследване на различни
свойства на решенията на диференциални уравнения, съдържащи мак-
сималната стойност на неизвестната функция върху отминал интервал с
променлива дължина. По-специално, ще бъдат получени достатъчни ус-
ловия за ограниченост и устойчивост на решенията на различни видове:

\ диференциални уравнения с “максимуми”;

\ частни диференциални уравнения с “максимуми”;

\ импулсни диференциални уравнения със “супремуми”.

Предвижда се създаването на ефективни и практически лесно из-
ползваеми алгоритми за приближено решаване на диференциални урав-
нения с “максимуми”. Тези алгоритми ще бъдат използвани за решаване
на реални модели в науката (физиката, биологията, екологията), техни-
ката (инженерни задачи) и икономиката.
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