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I. Обща характеристика на дисертационния труд

Актуалност на дисертационния труд

Дисертационният труд изследва някои качествени свойства, като асимптотично по-
ведение, осцилация и устойчивост на решенията на следните три основни обекта:

1. Неутрални диференчни уравнения -те описват връзка между елементите на не-
известна редица в дадени точки. През последните 20 години има нарастващ ин-
терес към неутралните диференчни уравнения с максимум, които се използват
в теорията на автоматичното управление. Много автори са получили резултати
за асимптотичните и осцилационните свойства на решенията им. За уравнени-
ята от I ред могат да се отбележат изследванията [33], [70] и [69]. За уравнения
от II и по-висок ред резултати са получени в [18], [23], [68] и [72].

2. Неутрални диференциални уравнения-в дисертационния труд e разгледан един
частен случай на неутрално диференциално уравнение с частично постоянен
аргумент от обобщен тип. Диференциалните уравнения с частично постоянен
аргумент са обект на внимание от 80-те години на миналия век насам и имат
сериозно приложение в биологията, медицината, инженерните науки и др. С въ-
веждането на функцията γ(t) от Akhmet [13] през 2005 година усилено започва
изучаването на уравнения от обобщен тип, при които аргументът на дясна-
та страна на уравнението изпреварва текущия в някои интервали и закъснява
спрямо него в други. Уравнения от смесен тип се използват в икономиката, био-
логията и физиката (приложения могат да се намерят в [26]) и през последните
15 години са обект на усилено изследване( виж например, [24],[25],[26]). Асим-
птотичните и осцилационните свойства на решенията на неутрални уравнения
от този тип са значително по-слабо изучени, поради някои техни специфични
особености, които в редица случаи не позволяват изследването им със стан-
дартни методи. Ще отбележим изследванията [58] и [75] върху осцилирането и
устойчивостта на решенията на частен случай на такова уравнение и [87] върху
периодичността на решенията му.

3. Диференциални уравнения с продължително действащи импулси - импулсните
въздействия се моделират по два основни начина: импулси, които имат пренеб-
режимо кратка продължителност в сравнение с целия процес и продължително
действащи импулси, които стартират скокообразно във фиксирани моменти от
време и действат в краен интервал, който не може да се игнорира.Тези уравне-
ния намират широко приложение в медицината(виж [16]). Теорията на дифе-
ренциалните уравнения с мигновени импулси е сравнително добре развита(виж
монографиите [20],[48], [74],[77]). Hernandez и O’Regan [43] дават за пръв път
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през 2013 г. постановка на задачата за диференциални уравнения с продължи-
телно действащи импулси. Един от основните проблеми за изследване е устой-
чивостта на решенията на тези уравнения. В момента теорията на устойчивост-
та на решенията на диференциалните уравнения с продължително действащи
импулси интензивно се развива. В тази област ще отбележим монографията [10],
относно устойчивостта на решенията на нелинейни диференциални уравнения
с продължително действащи импулси, работата на същите автори за прилага-
не на функции на Ляпунов при изследването на устойчивостта [11] и статията
[84] за равномерна и равномерно-асимптотична устойчивост. През последните
няколко десетилетия се отделя особено внимание на автоматично управлявани-
те системи и техните приложения. Много от проблемите свързани с тях зави-
сят от максималните отклонения на регулираните обекти. Този вид проблеми
адекватно се моделира с диференциални уравнения със супремум(виж [17]).
От друга страна съществуват феномени, които се характеризират с бързи про-
мени в тяхното състояние. Комбинацията между двата феномена се описва от
диференциални уравнения с продължително действащи импулси със супремум.

Цел и задачи на дисертационния труд

Основната цел на дисертационния труд е за описаните по-горе три основни обекта
да се изучат някои качествени свойства на решенията, като по-конкретно:

1. За неутрални диференчни уравнения-да се изучат асимптотичните свойства и
осцилирането на решенията на два вида линейни неутрални диференчни урав-
нения от първи ред и втори ред с максимум.

2. За неутрални диференциални уравнения- да се изучат асимптотичните свойства
и осцилирането на решенията на един специален вид неутрално диференциално
уравнения с частично постоянен аргумент от обобщен тип.

3. За диференциални уравнения с продължително действащи импулси- да се из-
следват различни видове устойчивост на решенията на някои нелинейни дифе-
ренциални уравнения с продължително действащи импулси без закъснение,с
постоянно закъснение и закъснение тип супремум.

Основните задачи са:

I. Да се получат достатъчни условия за сходимост към 0 и за осцилиране на
решенията на линейни неутрални диференчни уравнения с максимум.

II. Да се систематизират асимптотичните свойства на решенията на неутралното
диференциално уравнения с частично постоянен аргумент от обобщен тип спря-
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мо неговите коефициенти и да се получат достатъчни условия за осцилиране
на решенията му в някои частни случаи.

III. Да се намерят достатъчни условия за различни видове устойчивост на решения-
та на някои нелинейни диференциални уравнения с продължително действащи
импулси без закъснение,с постоянно закъснение и закъснение тип супремум.

Структура и обем на дисертационния труд

Дисертационният труд е с обем 130 страници и съдържа увод, четири глави, автор-
ска справка за основните приноси, апробация на резултатите, публикации по темата
и цитирания, декларация за оригиналност и достоверност на дисертационния труд
и библиография. Библиографията съдържа 88 заглавия. Списъкът от авторските
публикации се състои от 11 заглавия.

II. Кратък обзор на дисертационния труд

1. Осцилационни и асимптотични свойства на линейни неутрални дифе-
ренчни уравнения с максимум.

В Глава 1 са разгледани следните скаларни линейни неутрални диференчни уравне-
ния от първи и втори ред с максимум.

∆[xn + pnxn−k] + qn max
s∈[n−l,n]

xs = 0, n ≥ n0; (1.1.1)

∆2[xn + pnxn−k] + qn max
s∈[n−l,n]

xs = 0, n ≥ n0, (1.1.2)

където k и l са неотрицателни цели числа , {pn}∞n=n0
и {qn}∞n=n0

са редици от реални
числа, [n− l, n] = {n− l, n− l+ 1, ...n− 1, n} , n0 = max{k, l}+ 1, и редицата {xn}∞n=1

е с предварително зададени начални стойности x1, x2, ..., xn0−1.

А) Асимптотични свойства.

Ще казваме, че са изпълнени условията (H), ако:

H1. {qn}∞n=n0
е неотрицателна ограничена реална редица.

H2.
∞∑

n=n0

qn =∞.

Следната теорема дава достатъчни условия за сходимост към 0 на положителните
решения на уравнение (1.1.1).
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Теорема 1. Нека условията (H) са изпълнени, l ≥ k и

−1 < p̃1 ≤ pn ≤ p̃2, (1.1.3)

където n ≥ n0 и p̃1, p̃2 ∈ R.

Тогава, ако {xn}∞n=1 е положително решение на уравнение (1.1.1), то lim
n→∞

xn = 0.

Твърдението на Теорема 1. е все още валидно и без условието k ≤ l, ако условието
(H2) се замени с:

H3.
∞∑

n=n0

q̃n =∞, q̃n = min{qn, qn+k}.

Теорема 2. Нека условията (H1), (H3) и неравенствата (1.1.3) са изпълнени.

Тогава, ако {xn}∞n=1 е положително решение на уравнение (1.1.1), то lim
n→∞

xn = 0.

Б) Осцилационни свойства.

В следната теорема са получени достатъчни условия за осцилиране на решенията на
(1.1.1).

Теорема 3. Нека условията (H1) и (H2) са изпълнени , k > l,

p ≤ pn < −1, (1.1.4)

при n ≥ n0 и

lim sup
n→∞

n+k−l∑
s=n

qs
max

ν∈[s−l,s]
(−pν+k)

> 1. (1.1.5)

Тогава всяко решение на уравнение (1.1.1) осцилира.

Забележка 1. Ще отбележим, че осцилационните свойства на решенията на урав-
нение (1.1.2) при условие, че

∑∞
n=n0

qn = ∞ са изследвани в статиите [18], [68], [69],
[72], и [73].

Ще казваме, че условието (А) е изпълнено, ако:

А. {pn}∞n=n0
и {qn}∞n=n0

са неотрицателни редици с безкрайно много положителни
елементи.

Следната теорема дава достатъчни условия за осцилиране на решенията на уравнение

(1.1.2) за 0 ≤ pn < 1 при по-слабо ограничение от условието
∞∑

n=n0

qn = ∞, което е

използвано от Bainov и Luo [18]:
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Теорема 4. Нека условието (A) е изпълнено и 0 ≤ pn < 1,

при n ≥ n0 и ∃α ∈ (0, 1) такова, че

∞∑
n=n0

qn(1− max
s∈[n−l,n]

ps)n
1−α =∞. (1.1.6)

Тогава всяко решение на уравнение (1.1.2) е осцилиращо.

Забележка 2. Ще отбележим, че условие (1.1.6) е по-добро от условие
∞∑

n=n0

qn =∞.

Наистина при pn ≤ 1− 1
n1−α е очевидно неравенството

qn(1− max
s∈[n−l,n]

ps)n
1−α ≤ qn , т.е.

∞∑
n=n0

qn =∞, докато обратното не винаги е вярно.

2. Осцилационни и асимптотични свойства на един специален вид неут-
рално диференциално уравнение с частично постоянен аргумент.

В Глава 2 се изследва асимптотичното и осцилационното поведение на решенията
на следната начална задача за нелинейно неутрално диференциално уравнение с
частично постоянен аргумент от обобщен тип:

(y(t) + py(t+ 1
2
))′ = qf(y(γ(t))), t ∈ [−1

2
,∞),

y(t) = ϕ(t), t ∈ [−1
2
, 0] ∪ {−1}, (2.1.1)

където p, q са ненулеви реални числа, ϕ(t) ∈ C1([−1
2
, 0],R),ϕ(−1) < ∞, f ∈ C(R,R),

γ(t) е частен случай на функция, въведена от Akhmet в [13] през 2005 година:

γ(t) =

{
[t] tn ≤ t < γn,

2[ t+1
2

] γn ≤ t < tn+1,

където {tn}∞n=0 и {γn}∞n=0 са две реални редици такива, че: γ0 = 1
2
, γn+1 = γn + 1,

n = 0, 1, 2, ..., t0 = −1
2
, γ0 < t1 < 1 и tn+1 = tn + 1 , n = 1, 2, ....

Ще отбележим, че дясната част на уравнение (2.1.1) е с изпреварващ аргумент спря-
мо текущия в интервалите In = [γn, tn+1) при n = 2k+1, k = 0, 1, 2... и със закъсняващ
аргумент във всички останали интервали.

По метода на стъпките в дисертационния труд доказваме съществуване и единствен-
ност на решението на (2.1.1), ако са изпълнени условията:

A1. f ∈ C(R,R).

A2. uf(u) > 0 при u 6= 0, u ∈ R.

A3. За всяко δ > 0, съществува δ̄ > 0 такова, че ако |u| > δ, то |f(u)| > δ̄.
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А) Асимптотични свойства на решенията на (2.1.1).

Основните свойства на функцията z(t) = y(t)+py(t+ 1
2
) са получени в следната лема:

Лема 1. Нека условията (A) са изпълнени и y(t) е неосцилиращо решение на (2.1.1).
Тогава следните твърдения са изпълнени:

(a) Ако съществува крайна граница lim
t→∞

z(t), тогава lim inf
t→∞

|y(t)| = 0 .

(b) Ако p < 0, то lim inf
t→∞

z(t) = 0 или lim
t→∞
|z(t)| =∞.

Ще отбележим, че Лема1. играе основна роля в доказателството на всички резултати
за асимптотичното поведение на решенията на (2.1.1). Постигнатите резултати мо-
жем да обобщим в следната таблица, съставена спрямо стойностите на параметрите
p и q:

q p Резултат
q < 0 p < −1 Ако y(t) е неосцилиращо, то lim

t→∞
y(t) = 0 или lim

t→∞
|y(t)| =∞ .

q < 0 p ∈ (−1, 0) Ако y(t) е неосцилиращо и ограничено, то lim
t→∞

y(t) = 0.

q < 0 p = −1 Ако y(t) е неограничено и неосцилиращо, то lim
t→∞
|y(t)| =∞.

q < 0 p > 0, p 6= 1 Ако y(t) е неосцилиращо, то lim
t→∞

y(t) = 0.

q < 0 p = 1 Ако y(t) е неосцилиращо, то lim inf
t→∞

y(t) = 0.

q > 0 p < −1 Ако y(t) е неосцилиращо, то lim
t→∞

y(t) = 0.

q > 0 p ∈ (−1, 0) Ако y(t) е неосцилиращо, то lim
t→∞
|y(t)| =∞.

q > 0 p = 1 Ако y(t) е неосцилиращо, то lim
t→∞
|y(t)| =∞.

q > 0 p > 1 Ако y(t) е неосцилиращо, то lim
t→∞
|y(t)| =∞.

Б) Осцилационни свойства на решенията в някои частни случаи.

Ще отбележим, че уравнение (2.1.1) може да се свърже с диференчно уравнение, ако
въведем означението y(n) = cn , n = 0, 1, 2, .... Тогава при p = 1 получаваме, че е в
сила диференчното уравнение:

cn+1 − cn =
q

2
f(cn), (2.1.2)

където n = 0, 1, 2, 3, ...

Диференчно уравнение свързано с (2.1.1) съществува и при p 6= 1, но то не може да се
използва при получаването на резултати за осцилиране при метода, който използваме
и поради тази причина няма да го приведем.
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В дисертационния труд са получени следните два резултата за осцилиране:

Теорема 1. Нека условията (A) са изпълнени, q > 0 и p = −1.

Тогава всяко решение на уравнение (2.1.1) осцилира.

Теорема 2. Нека условията (A1) и (A2) са изпълнени , p = 1 и q < −2. Нека

lim inf
u→∞

f(u)

u
≥ 1. (2.1.3)

Тогава всяко решение на (2.1.1) осцилира.

Забележка 1. Ще отбележим, че при получаването на условията за осцилира-
не на решенията има сериозни затруднения, поради което са разгледани само тези
два частни случая. Доказателствата на двете теореми използват различни методи. В
доказателството на Теорема 1. е използвана Лема 1., докато в доказателството на Те-
орема 2. е използвано диференчното уравнение(2.1.2) и линеаризационната теорема
на Gyori и Ladas ( виж [40]).

3. Устoйчиви свойства на диференциални уравнения с продължително
действащи импулси.

В Глава 3 са изследвани различни видове устойчивост на решенията на диференци-
ални уравнения с продължително действащи импулси.

Нека са дадени две растящи редици {ti}∞i=1 и {si}∞i=0 такива, че 0 < s0 < ti < si < ti+1,
i = 1, 2, . . . , lim

i→∞
si = ∞. Нека t0 ∈ R+ е произволна точка. Без ограничение на

общността можем да считаме, че 0 ≤ t0 < s0.

Нека J ⊂ R+ е даден интервал.Въвеждаме следните множества от функции, които
ще използваме:

PC1(J) = {u : J → R : u ∈ C1(J ∩
(
∪∞i=0 (ti, si]

)
,R) : u(si) = u(si − 0) = lim

t↑si
u(t) <

∞, u(si+0) = lim
t↓si

u(t) <∞, u′(si) = lim
t↑si

u′(t) <∞, u ∈ C(J ∩ (∪∞i=0(si, ti+1]),R), si ∈ J},

PC(J) = {u : J → R : u ∈ C(J ∩
(
∪∞i=0 (ti, si]

)
,R) : u(si) = u(si − 0) = lim

t↑si
u(t) <

∞, u(si + 0) = lim
t↓si

u(t) <∞, u ∈ C(J ∩ (∪∞i=0(si, ti+1]),R), si ∈ J}.

K = {σ ∈ C(R+,R+), строго растяща и σ(0) = 0},

PCK = {σ : R+ × R+ → R+, σ(., u) ∈ PC(R+) за всяко u ∈ R+ и σ(t, .) ∈
K при всяко t ∈ R+}.

Разглеждаме следната начална задача за нелинейната система диференциални урав-
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нения с продължително действащи импулси:

x′ = f(t, x) при t ∈ (ti, si], i = 0, 1, 2, . . . ,

x(t) = φi(t, x(si − 0)) при t ∈ (si, ti+1], i = 0, 1, 2, . . . ,

x(t0) = x0,

(3.1.1)

където x, x0 ∈ Rn, f : ∪∞i=0(ti, si]× Rn → Rn, φi : [si, ti+1]× Rn → Rn, i = 0, 1, 2, . . . .

Получаваме достатъчни условия за три вида устойчивост на решенията на (3.1.1):

A.) Интегрална устойчивост по две мерки.

Разглеждаме множеството от мерки

Γ(J) = {h : J × Rn → R+, h(t, x) ∈ PC(J) за всяко x ∈ Rn, h(t, x) ∈ C(Rn,R+)

за всяко t ∈ J и inf
(t,x)∈J×Rn

h(t, x) = 0}.

Дефиниция 1. [67] Нека h, h0 ∈ Γ(J). Казваме, че:

- h0 е по-фина от h, ако съществуват δ > 0 и функция φ ∈ PCK такива, че от
h0(t, x) < δ следва h(t, x) ≤ φ(t, h0(t, x)), t ≥ 0, x ∈ Rn;

- h0 е равномерно по-фина от h, ако съществуват δ > 0 и функция φ ∈ K такива,
че от h0(t, x) < δ следва h(t, x) ≤ φ(h0(t, x)), t ≥ 0, x ∈ Rn.

Класът Λ(J,∆) от функции на Ляпунов ще бъде използван за изследване на устой-
чивостта на решенията на (3.1.1).

Дефиниция 2. [11] Нека J ⊂ R+ е даден интервал и ∆ ⊂ Rn (0 ∈ ∆) е дадено
множество. Ще казваме, че функцията V (t, x) : J ×∆ → R+, V (t, 0) ≡ 0 е от класа
Λ(J,∆), ако:

1. Функцията V (t, x) е непрекъсната върху J/{si ∈ J}×∆, i = 0, 1, 2... и е локално
Липшицова по отношение на втората си променлива;

2. За всяко si ∈ J , i = 0, 1, 2, ... и x ∈ ∆ съществуват крайните граници V (si −
0, x) = lim

t↑si
V (t, x), V (si + 0, x) = lim

t↓si
V (t, x) и V (si − 0, x) = V (si, x).

Обобщена производна на Дини за функцията V (t, x) ∈ Λ([t0, T ),∆) по траекториите
на решенията на система (3.1.1), която ще използваме се задава чрез равенството:

(3.1.1)D
+V (t, x) = lim sup

h→0+

1
h

{
V (t, x)−V (t−h, x−hf(t, x))

}
при t ∈ [t0, T )∩(∪∞i=0(ti, si)),
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където x ∈ ∆ и за всяко t ∈ (ti, si) съществува ht > 0 такова, че t − h ∈ (ti, si) и
x− hf(t, x) ∈ ∆ за всяко 0 < h ≤ ht.

Дефиниция 3. [67] Нека V ∈ Λ(J,Rn) и h0, h ∈ Γ(J). Тогава казваме, че:

- V (t, x) е h-положително дефинирана, ако съществуват ρ > 0 и функция b ∈ K
такива, че от h(t, x) < ρ следва b(h(t, x)) ≤ V (t, x);

- V (t, x) е слабо h0-затихваща, ако съществуват δ > 0 и функция a ∈ PCK такива,
че от h0(t, x) < δ следва V (t, x) < a(t, h0(t, x)).

Разглеждаме системата

x′ = f(t, x) + F (t, x) при t ∈ (ti, si], i = 0, 1, 2, . . .

x(t) = φi(t, x(si − 0)) + ψi(t, x(si − 0)) при t ∈ (si, ti+1], i = 0, 1, 2, . . . ,

x(t0) = x0.

(3.1.2)

Разглеждаме съответната начална задача за обикновено диференциално уравнение

x′ = f(t, x) + F (t, x) при t ∈ [τ, sp], x(τ) = x̃0, (3.1.3)

където τ ∈ [tp, sp), p = 0, 1, 2, . . . .

Ще казваме че условията (H1) и (H2) са изпълнени, ако:

(H1) Функциите f, F ∈ C(∪∞i=0(ti, si],Rn) са такива, че за всяка начална точка (τ, x̃0) :
tp ≤ τ < sp, p = 0, 1, 2, . . . , x̃0 ∈ Rn, началната задача за системата (3.1.3) има решение
x(t; τ, x̃0) ∈ C1([τ, sp],Rn),p = 0, 1, 2, . . . .

(H2) Функциите φi, ψi ∈ C([si, ti+1]× Rn,Rn) и φi(t, 0) = 0, ψi(t, 0) = 0, t ∈ (si, ti+1].

Нека ρ, T > 0 са константи и h(t, x) ∈ Γ(J). Дефинираме множеството:

W (t, T, ρ) = {x ∈ Rn : h(s, x) < ρ при s ∈ [t, t+ T ]}.

Дефиниция 4. Нека h, h0 ∈ Γ(J). Системата (3.1.1) се нарича (h0, h)-интегрално
устойчива, ако за всяко α > 0 и всяко t0 ≥ 0, съществува функция β = β(α) ∈ K
такава, че за всяко решение x(t; t0, x0) на системата (3.1.2), ако x0 ∈ Rn удовлетворява
h0(t0, x0) < α, то е изпълнено неравенството h(t, x(t; t0, x0)) < β при t ≥ t0 и за всяко
T > 0 смущенията F (t, x) и ψi(t, x)( i = 0, 1, 2, . . . ) в дясната страна на системата
(3.1.2) удовлетворяват условието
p∑

k=0

∫
s∈Ωk

sup
x∈W (t0,T,β)

||F (s, x)||ds+
p−1∑
k=0

sup
(t,x)∈(sk,tk+1]×Rn:h(t,x)<β

||ψk(t, x)|| < α,

където p : t0 + T ∈ (tp, sp], Ωk = (tk, sk] и Ωp = (tp, t0 + T ].
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Забележка 1. Ще отбележим, че при малки отклонения на началното условие
спрямо едната мярка и на смущенията F (t, x) и ψi(t, x(si − 0)) в дясната част на
(3.1.2),нулевото решение на (3.1.1) е достатъчно малко спрямо другата мярка. Това
позволява гъвкавост при избора на мерките и съответно по-големи възможности
за оценка на промяната на решението. Ще отбележим също, че в случая, когато
h0(t, x) = h(t, x) ≡ ||x||, (h0, h)-интегралната устойчивост по две мерки се редуцира
до обикновена интегрална устойчивост.

При получаването на достатъчните условия за равномерна интегрална устойчивост
на нулевото решение на система (3.1.1) ще използваме за сравнение следните скалар-
ни диференциални уравнения с продължително действащи импулси:

u′ = g1(t, u) при t ∈ (ti, si], i = 0, 1, 2, . . .

u(t) = ξi(t, u(si − 0)) при t ∈ (si, ti+1], i = 0, 1, 2, . . .

u(t0) = u0;

(3.1.4)

и

w′ = g2(t, w) при t ∈ (ti, si], i = 0, 1, 2, . . .

w(t) = ηi(t, w(si)) при t ∈ (si, ti+1], i = 0, 1, 2, . . .

w(t0) = w0,

(3.1.5)

където u,w ∈ R, gk : ∪∞i=0(ti, si] × R → R,(k = 1, 2), ξi, ηi : [si, ti+1] × R → R, i =
0, 1, 2, . . . .

Дефиниция 5. Нулевото решение на началната задача с продължително дейст-
ващи импулси (3.1.4) ще наричаме еквиустойчиво, ако за всяко α > 0 съществува
δ = δ(t0, α) > 0 такова, че от неравенството |u0| < δ следва, че |u(t; t0, u0)| < α при
t ≥ t0, където u(t; t0, u0) е решението на (3.1.4).

В следната теорема са дадени достатъчни условия за равномерна интегрална устой-
чивост по две мерки за нулевото решение на (3.1.1).

Теорема 1. Нека

1. Условията (H1) и (H2) са изпълнени.

2. Функциите g1, g2 ∈ C(∪∞i=0(ti, si],R) са такива, че g1(t, 0) = 0, g2(t, 0) = 0 при
t ∈ ∪∞i=0(ti, si].

3. Функциите ξi, ηi ∈ C([si, ti+1] × R,R) са такива, че ξi(t, 0) = 0, ηi(t, 0) = 0 при
t ∈ (si, ti+1], i = 0, 1, 2....

12



4. h0, h ∈ Γ(R+), h0 е равномерно по-фина от h и съществуват ρ0, ρ (0 < ρ0 < ρ)
такива, че от h(si, x) < ρ0 следва, че h(si + 0, φi(si + 0, x)) < ρ, i = 0, 1, 2 . . . .

5. Съществува h0- затихваща функция V1 : [0,∞)× Rn → R+, V1 ∈ Λ([0,∞),∆) и:

(i) е изпълнено неравенството (3.1.1)D
+V1(t, ψ(t)) ≤ g1(t, V1(t, ψ(t))), t ∈ [0, s0]

⋃
∪∞i=1(ti, si],

при (t, x) ∈ S(h, ρ) .

(ii) V1(t, φi(t, x)) ≤ ξi(V1(si, x)), t ∈ (si, ti+1] при (si, x) ∈ S(h, ρ), i = 0, 1, 2, . . . .

6. За ∀µ > 0 , ∃V(µ)
2 : [0,∞)× Rn → R+, V

(µ)
2 ∈ Λ([0,∞),∆) такава, че:

(iii) b(h(t, x)) ≤ V
(µ)

2 (t, x) ≤ a(h0(t, x)) при (t, x) ∈ [0,∞) × Rn, където a, b ∈ K и
lim
u→∞

b(u) =∞.

(iv) (3.1.1)D
+V1(t, x)+(3.1.1)D

+V
(µ)

2 (t, x) ≤ g2

(
t, V1(t, x)+V

(µ)
2 (t, x)

)
, t ∈ [0, s0]

⋃
∪∞i=1(ti, si],

(t, x) ∈ S(h, ρ);

(v) V1(t, φi(t, x))+V
(µ)

2 (t, φi(t, x)) ≤ ηi

(
V1(si, x)+V

(µ)
2 (si, x)

)
, t ∈ (si, ti+1] при (si, x) ∈

S(h, ρ)
⋂
SC(h0, µ), i = 1, 2, . . . .

7. Нулевото решение на уравнение (3.1.4) е еквиустойчиво.

8. Импулсното диференциално уравнение (3.1.5) е равномерно интегрално устойчиво.

Тогава нулевото решение на (3.1.1) е равномерно (h0, h)-интегрално устойчиво.

Б.)Евентуална устойчивост спрямо част от променливите.

Нека m, l са неотрицателни цели числа такива, че n = m + l. Нека x ∈ Rn : x =
(y, z), y ∈ Rm, z ∈ Rl. Тогава (3.1.1) може да бъде записана във вида:

y′ = F (t, y, z), z′ = G(t, y, z) при t ∈ (ti, si], i = 0, 1, 2, . . . ,

y(t) = Φi(t, y(si − 0), z(si − 0)), z(t) = Ψi(t, y(si − 0), z(si − 0))

при t ∈ (si, ti+1], i = 0, 1, 2, . . . ,

y(t0) = y0, z(t0) = z0,

(3.1.6)

където F : ∪∞i=0[ti, si]× Rn → Rm, G : ∪∞i=0[ti, si]× Rn → Rl, Φi : [si, ti+1]× Rm × Rl →
Rm,Ψi : [si, ti+1]× Rm × Rl → Rl, (i = 0, 1, 2, . . . ).

Разглеждаме съответната начална задача за обикновено диференциално уравнение:

y′ = F (t, y, z) z′ = G(t, y, z) при t ∈ [τ, sp] с x(τ) = x̃0, (3.1.7)

където τ ∈ [tp, sp), p = 0, 1, 2, . . . .

Ще казваме че условието (H3) е изпълнено, ако:
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(H3) Функциите F ∈ C([0, s0]
⋃
∪∞i=1[ti, si]×Rn,Rm) иG ∈ C([0, s0]

⋃
∪∞i=1[ti, si]×Rn,Rl)

са такива, че за всяка начална точка (τ, x̃0) : tp ≤ τ < sp, x̃0 ∈ Rn,p = 0, 1, 2, .., на-
чалната задача (3.1.7) има решение x(t; τ, x̃0) ∈ C1([τ, sp],Rn).

Дефиниция 6. Нулевото решение на началната задача за системата (3.1.1) се
нарича:

• евентуално устойчиво спрямо y , ако за всяко ε > 0 и всяко t0 ∈ [0, s0)
⋃

∪∞i=1[ti, si) съществуват δ = δ(ε, t0) > 0 и τ = τ(ε) > 0 такива, че за всяко
x0 ∈ Rn от неравенството ||x0|| < δ следва, че ||y(t; t0, x0)|| < ε е изпълнено при
t ≥ t0 ≥ τ ;

• равномерно евентуално устойчиво спрямо y, ако за всяко ε > 0 съществуват
δ = δ(ε) > 0 и τ = τ(ε) > 0 такива, че за всяко t0 ∈ [0, s0)

⋃
∪∞i=1[ti, si) такова,

че t0 ≥ τ и всяко x0 ∈ Rn от ||x0|| < δ следва, че ||y(t; t0, x0)|| < ε е изпълнено
при t ≥ t0;

• евентуално равномерно атрактивно спрямо y , ако съществува β > 0 такова,
че за всяко ε > 0 съществуват T = T (ε) > 0 и τ = τ(ε) > 0 такива, че за всяко
t0 ∈ [0, s0)

⋃
∪∞i=1[ti, si) такова, че t0 ≥ τ и всяко x0 ∈ Rn от ||x0|| < β следва, че

||y(t; t0, x0)|| < ε е изпълнено при t ≥ t0 + T ;

• евентуално равномерно асимптотично устойчиво спрямо y , ако е равномерно
евентуално устойчиво и евентуално равномерно атрактивно.

Казваме че условието (H4) е изпълнено, ако :

(H4) Функциите Φi ∈ C([si, ti+1] × Rm × Rl,Rm), Ψi ∈ C([si, ti+1] × Rm × Rl,Rl) и
Φi(t, 0, 0) ≡ 0, Ψi(t, 0, 0) ≡ 0 при t ∈ [si, ti+1], i = 0, 1, 2, . . . .

Забележка 2. Ще отбележим, че обикновената устойчивост е частен случай на
евентуална устойчивост спрямо част от променливите, когато m = n. Устойчивостта
спрямо част от променливите изисква при достатъчно малки отклонения на начал-
ното условие, нормата на решението да остава произволно малка от някакъв момент
нататък само спрямо някои от променливите, които са от по-голямо значение.

Следната теорема дава достатъчни условия за евентуална устойчивост:

Теорема 2. Нека:

1. Условията (H3) и (H4) са изпълнени и f(t, 0) ≡ 0 при t ∈ [0, s0]
⋃
∪∞i=1(ti, si] .

2. Съществуват функция V ∈ Λ(R+,Rn)(V (t, 0) = 0) и намаляваща функция Θ ∈
C(R+,R+) такива, че :
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(i) за всяко t ∈ [0, s0)
⋃
∪∞i=1(ti, si) и всяко x ∈ Rn(x = (y, z)), ако t ≥ Θ(r) при

0 < r ≤ ||y||, то е изпълнено неравенството (3.1.1)D
+V (t, x) ≤ 0 ;

(ii) за всяко x ∈ Rn и всяко t ∈ (si, ti+1], i = 0, 1, 2, . . . , ако t ≥ Θ(r) при 0 < r ≤ ||y||,
то е изпълнено неравенството V (t, φi(t, x)) ≤ V (si − 0, x) ;

(iii) за всяко x ∈ Rn(x = (y, z)), ако t ≥ Θ(r) при 0 < r ≤ ||y||, то е изпълнено
неравенството b(||y||) ≤ V (t, x), където y ∈ Rm и b ∈ K.

Тогава нулевото решение на (3.1.1) е евентуално устойчиво спрямо y.

Забележка 3. Нулевото решение на (3.1.1) е евентуално равномерно устойчиво,
ако са изпълнени две допълнителни условия:

1. Областта на изменение на y вместо Rm е S(λ) = {y ∈ Rm : ||y|| ≤ λ}, λ > 0.

2. За функцията на Ляпунов V (t, x) се иска и V (t, x) ≤ a(||x||),a ∈ K.

Следващият пример демонстрира резултата в Забележка 3.

Разглеждаме системата

y′ = −y, z′ = z(t)y(t) при t ∈ (ti, si], i = 0, 1, 2, . . .

y(t) =
1

t
y(si − 0) z(t) = Ψi(t, y(si − 0), z(si − 0))

при t ∈ (si, ti+1], i = 0, 1, 2, . . . ,

y(t0) = y0, z(t0) = z0,

(3.1.8)

където Ψi : (si, ti+1]× R× R → R, i = 0, 1, 2, . . . ,,като Ψi(t, 0, 0) = 0 при t ∈ (si, ti+1],
s0 = 0.25, si+1 = si+0.5, i = 0, 1, 2, . . . ,t0 ∈ [0, s0), t1 = 0.49, ti+1 = ti+0.5, i = 1, 2, . . . .

Нулевото решение на системата (3.1.8) е евентуално равномерно устойчиво спрямо y
и на Фигура 1 и Фигура 2 на следващата страница е показана неговата графика при
различни y0 и t0.
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Фигура 1. Пример 1. Графика на
функцията y(t) за различни y0 и t0 = 0.

2.5 3.0 3.5 4.0

t

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

x

y0=1

y0=.5

y0=.3

Фигура 2. Пример 1. Графика на
функцията y(t) за различни y0 и t0 = 2.

Забележка 4. Ако заменим 2(i) с условието:

2∗(i)t∈ [0, s0)
⋃
∪∞i=1(ti, si) и всяко x ∈ Rn(x = (y, z)) такива, че ако t ≥ Θ(r) при

0 < r ≤ ||y|| ≤ λ, е изпълнено неравенството (3.1.1)D
+V (t, x) ≤ −c(||x||), c∈ K.

Тогава при условията на забележка 3. и ако е изпълнено условието:

3. Съществува положителна константа M <∞ такава, че
∞∑
i=1

(si − ti) ≤M,

нулевото решение на (3.1.1) е евентуално равномерно асимптотично устойчиво спря-
мо y.

Забележка 5. Ще отбележим, че евентуалната равномерна асимптотична устой-
чивост означава, че решението клони към нулевото решение, при малки колебания
на началното условие , за разлика от асимптотичното поведение на решенията да
клонят към 0, когато не е задължително 0 да е решение на началната задача.

В.) Обобщена експоненциална устойчивост.

Дефиниция 7. Нулевото решение на система (3.1.1) се нарича обобщено експо-
ненциално устойчиво, ако съществуват положителни константи b,M и µ такива, че
за всяко начално условие t0 ∈ [0, s0)

⋃
∪∞i=1[ti, si) е изпълнено

||x(t)|| ≤


||x0||b

( k−1∏
i=0

e−µ(si−ti)
)
e−µ(t−tk), t ∈ [tk, sk], k = 0, 1, . . . ,

M ||x0||b
k∏
i=0

e−µ(si−ti), t ∈ (sk, tk+1], k = 0, 1, . . . ,

където x(t) = x(t; t0, x0) е решение на (3.1.1).

Ще използваме началната задача за обикновено диференциално уравнение

x′(t) = f(t, x) при t ∈ [τ, sp], x(τ) = x̃0, (3.1.9)
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където τ ∈ [0, s0)
⋃
∪∞i=1[ti, si), p = min{i : τ < si}, x̃0 ∈ Rn.

Забележка 6. Ако b = 1 обобщената експоненциална устойчивост се свежда до
експоненциална устойчивост. От експоненциална устойчивост следва асимптотична
устойчивост на системата (3.1.1).

Следната теорема дава достатъчни условия за обобщена експоненциална устойчивост
на нулевото решение на (3.1.1).

Теорема 3. Нека са изпълнени условията:

1. (H1)при F (t, x) ≡ 0 и (H2) при ψi(t, x(si − 0)) ≡ 0.

2. Съществува функция V (t, x), V ∈ Λ(R+,Rn), V (t, 0) = 0 при t ≥ 0 такава, че:

(i) α1||x||a ≤ V (t, x) ≤ α2||x||ab при t ∈ (τ, sp], x ∈ Rn, за всяко τ ∈ [0, s0)
⋃
∪∞i=1[ti, si),

където p = min{i : τ < si} и α1, α2, a, b са положителни числа;

(ii) (3.1.1)D
+V (t, x) ≤ −α3||x||ab при t ∈ (τ, sp], за всяко τ ∈ [0, s0)

⋃
∪∞i=1[ti, si), x ∈ Rn,

където α3 е положителна константа;

(iii) V (t, φi(t, x)) ≤ α4||x||a при t ∈ (si, ti+1], x ∈ Rn, i = 0, 1, 2, . . . , където α4 е
положителна константа такава, че α4 ≤ α1.

Тогава нулевото решение на (3.1.1) е обобщено експоненциално устойчиво.

4. Устoйчиви свойства на диференциални уравнения с продължително
действащи импулси и закъснение.

В Глава 4 се изследва устойчивостта на решенията на диференциални уравнения с
продължително действащи импулси и постоянно закъснение по две мерки, както и
устойчивостта на решенията на диференциални уравнения с продължително дейст-
ващи импулси и променливо закъснение от тип супремум .

А.) Устойчивост по две мерки при диференциални уравнения с постоянно закъснение
и продължително действащи импулси.

Разглеждаме началнaта задача за системата диференциални уравнения с продължи-
телно действащи импулси и постоянно закъснение.

x′ = f(t, x(t− r)) при t ∈ (ti, si], i = 0, 1, 2, . . .

x(t) = Φi(t, x(si − 0)) при t ∈ (si, ti+1], i = 0, 1, 2, . . . ,

x(t+ t0) = φ(t) при t ∈ [−r, 0],

(4.1.1)

където x ∈ Rn, f : ∪∞i=0[ti, si] × Rn → Rn, Φi : [si, ti+1] × Rn → Rn, (i = 0, 1, 2, . . . ),
r > 0 е дадено реално число, φ : [−r, 0]→ Rn.
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Разглеждаме съответната начална задача за закъсняващи диференциални уравнения
без импулси.

x′(t) = f(t, x(t− r)) при t ∈ [τ, sp];

x(t+ τ) = φ̃(t) при t ∈ [−r, 0],
(4.1.2)

където τ ∈ [tp, sp), p = 0, 1, 2, . . . .

Нека са изпълнени условията:

(H5) Функцията f ∈ C([0, s1]
⋃
∪∞i=0[ti, si] × Rn,Rn), f(t, 0) = 0 е такава, че за всяко

начално условие (τ, φ̃) : tp ≤ τ < sp, φ̃ ∈ Rn, началната задача (4.1.2) има решение
x(t, τ, φ̃) ∈ C1([τ, sp],Rn.

(H6) Функциите Φi ∈ C([si, ti+1]× Rn,Rn) и Φi(t, 0) = 0, t ∈ [si, ti+1], при i = 1, 2, ....

Нека E = {φ : [−r, 0] → Rn, които са непрекъснати навсякъде с евентуално изклю-
чение на краен брой точки τj ∈ [−r, 0], където са непрекъснати отляво }.

Дефиниция 1. Нека h, h0 ∈ Γ(R+). Системата (4.1.1) се нарича:

• (h0, h)-устойчива, ако за всяко ε > 0 и всяко t0 ∈ [0, s0)
⋃
∪∞i=1[ti, si) съществува

δ = δ(ε, t0) > 0 такова, че за всяка начална функция ψ ∈ E, за която h0(t0 +
s, ψ) < δ при s ∈ [−r, 0], е изпълнено неравенството h(t, x(t; t0, ψ)) < ε при
t ≥ t0;

• (h0, h)-равномерно устойчива, ако за всяко ε > 0 съществува δ = δ(ε) > 0 такова,
че за всяка начална точка t0 ∈ [0, s0)

⋃
∪∞i=1[ti, si) и всяка начална функция

ψ ∈ E, за която h0(t0 + s, ψ) < δ при s ∈ [−r, 0], е изпълнено неравенството
h(t, x(t; t0, ψ)) < ε при t ≥ t0.

Теорема 1. Ако V е h-положително дефинирана и слабо h0- затихваща, h0 е по-
фина от h и ако са изпълнени условията:

1. (H5) и (H6).

2. Мерките h, h0 ∈ Γ(R+).

3. За всички точки t ∈ (si, ti+1],i = 0, 1, 2... и v ∈ Rn такива, че (t, v) ∈ S(h, λ), където
λ > 0 е реално число, е изпълнено (t,Φi(t, v)) ∈ S(h, λ).

4. Съществува функция V ∈ Λ(R+, S(h, λ)) такава, че:

(i) за всяка функция ψ ∈ E и всяко t ∈ [0, s0)
⋃
∪∞i=1(ti, si] такива, че (t, ψ(t + s)) ∈

S(h, λ) при s ∈ [−r, 0], и V (t, ψ(0)) ≥ sup
s∈[−r,0]

V (t + s, ψ(s)) е изпълнено неравенството

(4.1.1)D
+V (t, ψ(0)) ≤ 0 ;
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(ii) за всяка точка v ∈ Rn и всяко t ∈ (si, ti+1], i = 0, 1, 2, . . . такива, че (t, v) ∈ S(h, λ)
и (t,Φi(t, v)) ∈ S(h, λ) е изпълнено неравенството V (t,Φi(t, v)) ≤ V (si − 0, v) .

Тогава системата (4.1.1) е (h0, h)- устойчива.

Забележка 1. Ако h0 е равномерно по-фина от h, то системата (4.1.1) е (h0, h)-
равномерно устойчива при същите други условия.

Б.)Устойчивост за диференциални уравнения със супремум и продължително дейс-
тващи импулси.

Разглеждаме началната задача за системата от диференциални уравнения с продъл-
жително действащи импулси и супремум.

x′ = f(t, x(t), sup
s∈[τ(t),σ(t)]

x(s)) при t ∈ (ti, si+1], i = 0, 1, 2, . . .

x(t) = Φi(t, x(si − 0)) при t ∈ (si, ti], i = 1, 2, . . . ,

x(t+ t0) = φ(t) при t ∈ [−r, 0],

(4.1.3)

където x, x0 ∈ Rn, f : [0, s1]
⋃
∪∞i=1(ti, si+1] × Rn × Rn → Rn, Φi : [si, ti] × Rn → Rn,

(i = 1, 2, . . . ),r > 0 е реално число, φ : [−r, 0]→ Rn,τ, σ : R+ → [−r,∞).

За всяка функция φ ∈ E дефинираме ‖φ‖0 = sup
s∈[−r,0]

‖φ(s)‖.

Нека са изпълнени следните условия:

(А1) Функцията f ∈ C([0, s1]
⋃
∪∞i=1(ti, si+1]× Rn × Rn,Rn),i = 1, 2, ....

(А2) За всяко естествено число i функциите Φi ∈ C([si, ti]× Rn,Rn).

(А3) Функциите τ, σ ∈ C(R+, [−r,∞)) са такива, че t− r ≤ τ(t) ≤ σ(t) ≤ t при t ≥ 0.

(А4) Функциите Φi(t, x) и f(t, x, y) са такива, че Φi(t, 0) = 0 при t ∈ [si, ti], x ∈ Rn и
f(t, 0, 0) = 0 при t ∈ [0, s1]

⋃
∪∞i=1[ti, si+1], x, y ∈ Rn, i = 1, 2, ....

Ще използваме следното скаларно диференциално уравнение с продължително дейс-
тващи импулси.

u′ = g(t, u) при t ∈ ∪∞i=0(ti, si+1],

u(t) = Ξi(t, u(si − 0)) при t ∈ (si, ti], i = 1, 2, . . . ,

u(t0) = u0,

(4.1.4)

Нека са изпълнени следните условия:

(А5) Функцията g ∈ C([0, s1)
⋃
∪∞i=1[ti, si+1] × R,R+) е такава, че g(t, 0) = 0 при

t ∈ [0, s1)
⋃
∪∞i=1[ti, si+1].
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(А6) За всяко естествено число i функциите Ξi ∈ C([si, ti] × R,R) са такива, че
Ξi(t, 0) = 0 при t ∈ [si, ti] и Ξi(t, u) ≤ Ξi(t, v) при u ≤ v, u, v ∈ R, t ∈ [si, ti].

Теорема 2. Нека са изпълнени следните условия:

1.(А1)-(А6).

2. Съществува функция V (t, x) ∈ Λ([−r,∞),Rn) такава, че:

(i) За всяко t ∈ [0, s1]
⋃
∪∞i=1(ti, si+1] и всяка функция ψ ∈ E такава, че V (t, ψ(0)) ≥

sup
s∈[−r,0]

V (t+ s, ψ(s)) е изпълнено неравенството D+
(4.1.3)V (t, ψ(0), ψ) ≤ g(t, V (t, ψ(0)));

(ii) За всяка точка ν ∈ Rn и всяко t ∈ [si, ti], i = 1, 2, ... е изпълнено неравенството
V (t,Φi(t, ν)) ≤ Ξi(t, V (si − 0, ν));

(iii) изпълнено е неравенството a(‖x‖) ≤ V (t, x) ≤ b(‖x‖), t ≥ −r, x ∈ Rn, където
a, b ∈ K.

3. Нулевото решение на скаларното уравнение (4.1.4) е устойчиво.

Тогава нулевото решение на (4.1.3) е устойчиво.

Забележка 2. Нулевото решение на (4.1.3) е равномерно устойчиво при условията
на Теорема 2., ако областа на изменение на x в условие 2. се замени с S(λ), нулевото
решение на (4.1.4) е равномерно устойчиво и:

1. Функцията ψ ∈ E в 2(i) е такава, че ‖ψ‖0 ≤ λ.

2. За всяко естествено число i, всяко t ∈ [si, ti] и всяко ν ∈ S(λ) такова,че Φi(t, ν) ∈
S(λ) е изпълнено 2(ii).

Забележка 3. Нулевото решение на (4.1.3) е равномерно асимптотично устойчиво,
ако са изпълнени условията:

1.(А1),(А2),(А3) и (А4).

2.(A7) Съществува положителна константа M <∞ такава, че
∞∑
i=1

(ti − si) ≤M .

3. Съществува функция V (t, x) ∈ Λ([−r,∞), S(λ)) такава, че

(i) За всяко t ∈ [0, s1]
⋃
∪∞i=1(ti, si+1] и всяка функция ψ ∈ E такава, че ‖ψ‖0 ≤ λ за

която V (t, ψ(0)) ≥ sup
s∈[−r,0]

V (t+ s, ψ(s)) е изпълнено неравенството

D+
(4.1.3)V (t, ψ(0), ψ) ≤ −c(‖ψ(0)‖), (4.1.5)

където λ > 0,c ∈ K;

(ii) за всяко естествено число i, всяко t ∈ [si, ti] и всяко ν ∈ S(λ) такова, че Φi(t, ν) ∈
S(λ) е изпълнено неравенството
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V (t,Φi(t, ν)) ≤ V (si − 0, ν));

(iii) изпълнени са неравенствата a(‖x‖) ≤ V (t, x) ≤ b(‖x‖), t ≥ −r, x ∈ S(λ), където
a, b ∈ K.

В.) Устойчивост на равновесната точка на един модел за невронни мрежи със суп-
ремум и продължително действащи импулси.

Разглеждаме следната модификация на модела за невронни мрежи на Hopfield([44]):

x′i(t) = −ci(t)xi(t) +
n∑
j=1

aij(t)fj(xj(t)) +
n∑
j=1

bij(t)gj( sup
s∈[τ(t),σ(t)]

xj(s)) + Ii(t)

при t ∈ ∪∞k=0(tk, sk+1], i = 1, 2, ..., n

xi(t) = Φk,i(t, xi(sk − 0)) при t ∈ (sk, tk], k = 1, 2, . . . , i = 1, 2, ...n,

xi(t0 + s) = φi(s) при s ∈ [−r, 0],

(4.1.6)

където n е броя на невроните, с xi(t) е означен усреднения мембранен потенциал
на i-я неврон в момента t, x(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t)) ∈ Rn, τ, σ : R+ → [−r,∞),
ci(t) > 0, i = 1, 2, ...n е саморегулиращия се параметър на i-я неврон, aij(t), bij(t), i, j =
1, 2, ...n изразяват синаптичната връзка между i-я неврон и j-я неврон в момента t
и за техните максимални стойности в минал интервал [τ(t), σ(t)] от време, с fj(xj(t))
означаваме активиращите функции на невроните в момента t, gj( sup

s∈[τ(t),σ(t)]

xj(s)) е

активиращата функция на j-я неврон, в момента на неговата максимална стойност,
в интервала [τ(t), σ(t)], I = (I1, I2, ..., In) е вектора изразяващ външното въздействие,
(sk, tk), k = 1, 2, ... са интервалите, в които действа импулсното въздействие активи-
ращо се в момента sk и функциите Φk,i(t, u, ν), k = 1, 2, ... са импулсните функции,
определящи импулсното въздействие на i-я неврон в интервала (sk, tk).

Разглеждаме устойчивостта на равновесната точка на (4.1.6) в два случая:

1.) Когато активиращите функции са Липшицови.

Нека следните условия са изпълнени:

(А8). Съществуват положителни реални числа Li, i = 1, 2, ..., n такива, че

|fi(u)− fi(v)| ≤ Li |u− v|,i = 1, 2, ..., n при u, v ∈ R : |u− x∗i | ≤ λ,|v − x∗i | ≤ λ, където
x∗ ∈ Rn е равновесната точка на система (4.1.6).

(А9). Съществуват положителни реални числа Ci, i = 1, 2, ..., n такива, че

|gi(u)− gi(v)| ≤ Ci |u− v|,i = 1, 2, ..., n при u, v ∈ R : |u− x∗i | ≤ λ,|v − x∗i | ≤ λ, където
x∗ ∈ Rn е равновесната точка на система (4.1.6).

(А10). Съществуват положителни реални числа Bi, i = 1, 2, ..., n такива, че ci(t) ≥ Bi,
при t ∈ [0, s1] ∪∞k=1 (tk, sk+1].
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(А11). Съществува положително реално число K такова, че е изпълнено неравенст-
вото

−2 min
i=1,2,...n

Bi + A(t) +D(t) + P (t) ≤ −K, t ∈ [0, s1] ∪∞k=1 [tk, sk+1], (4.1.7)

където

A(t) =
n∑
j=1

( max
i=1,2,...,n

aij(t)Lj + max
i=1,2,...,n

bij(t)Cj);

D(t) =
n∑
i=1

max
j=1,2,...,n

bij(t)Cj;

P (t) =
n∑
i=1

max
j=1,2,...,n

aij(t)Lj.

(А12). Съществува положително реално число λ такова, че при k = 1, 2, ... и x ∈ Rn :
‖x− x∗‖ ≤ λ са изпълнени неравенствата
n∑
i=1

(Φk,i(t, xi)− Φk,i(t, x
∗
i ))

2 ≤
n∑
i=1

(xi − x∗i )2, t ∈ [sk, tk],

където x∗ ∈ Rn е равновесната точка на (4.1.6).

Ако условията (А7)-(А12) са изпълнени, тогава равновесната точка x∗ на система
(4.1.6) е равномерно асимптотично устойчива.

2.) Когато активиращите функции са не-Липшицови.

Нека е изпълнено условието:

(А13). Съществува функция ξ ∈ C([0, s1] ∪∞k=1 (tk, sk+1],R) такава, че за всяка точка
x : x− x∗ ∈ S(λ) и всяко t ∈ [0, s1] ∪∞k=1 (tk, sk+1] е изпълнено неравенството

(xi − x∗i )(
n∑
j=1

aij(t)(fj(xj)− fj(x∗j))) ≤ ξ(t)(xi − x∗i )2, i = 1, 2, ..., n, (4.1.8)

където x∗ е равновесната точка на (4.1.6).

Ако са изпълнени условията (А5), (А7), (А9), (А10), (А13) и фукцията

γ(t) = min
i=1,2,...,n

Bi − ξ(t) − 1
2
M(t) − 1

2
N(t) е ограничена отдолу, т.е. 0 < D ≤ γ(t), при

t ∈ [0, s1] ∪∞k=1 (tk, sk+1], където

M(t) =
n∑
j=1

max
i=1,2,...,n

bij(t)Cj, N(t) =
n∑
i=1

max
j=1,2,...,n

bij(t)Cj.

Тогава равновесната точка x∗ на системата (4.1.6) е равномерно асимптотично ус-
тойчива.
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III. Основни приноси на дисертационния труд.

Основните приноси на дисертационната работа могат да се оформят в три групи:

А. Асимптотично поведение на решенията на диференчни и диференциални уравне-
ния :

А1. Линейни неутрални диференчни уравнения от I ред с максимум - получени са
достатъчни условия за сходимост към 0 на положителните решения. Тези условия
зависят съществено от коефициента pn в уравнението и допълват изследванията на
[23] в случая, когато −1 < pn < p.

А2. Частен случай на неутрално диференциално уравнение от I-ви ред с целочис-
лен аргумент от обобщен тип - направено е цялостно изследване на асимптотичните
свойства на това неутрално диференциално уравнение в зависимост от стойностите
на неговите коефициенти. Уравнението е обобщение на разгледаното в [19],[58],[75]
неутрално диференциално уравнение с целочислен аргумент.

Б. Осцилационни свойства на решенията на диференчни и диференциални уравне-
ния:

Б1. Линейни неутрални диференчни уравнения от I и II ред с максимум - за урав-
нението от I ред са допълнени изследванията на Luo [70] при неразгледания случай,
когато p < pn < −1. При уравнението от II ред са получени достатъчни условия за
осцилиране при 0 ≤ pn < 1, които са по-малко ограничителни в сравнение с усло-

вието
∞∑

n=n0

qn = ∞, използвано в изследванията на Bainov и Luo [18]. За линейното

диференчно уравнение от II ред с максимум са получени и достатъчни условия за
неосцилиране на решенията.

Б2. Частен случай на неутрално диференциално уравнение от I ред с целочислен
аргумент от обобщен тип - за това уравнение получаваме достатъчни условия за
осцилиране на решенията в два частни случая.

В. Устойчивост на решенията на диференциални уравнения с продължително дейс-
тващи импулси:

В1. Нелинейни диференциални уравнения с продължително действащи импулси -
дефинирани са и са изучени неизследвани досега видове устойчивост за тези урав-
нения:

1. Интегрална устойчивост по две мерки, която е обобщение на устойчивост с една
мярка, т.е. отклонението на началните данни е спрямо едната мярка, а на решението
спрямо другата.

2. Евентуална устойчивост спрямо част от променливите - при нея се иска решението
да остава устойчиво само спрямо някои по-важни променливи.
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3. Обобщена експоненциална устойчивост, която е обобщение на обикновенната екс-
поненциална устойчивост.

Наличието на продължително действащи импулси води не само до допълнителни
технически затруднения, но и до използване на производна на Дини на частично
непрекъснати функции на Ляпунов само за неимпулсните интервали. Получените
резултати допълват изследванията на [47] за интегрална устойчивост по две мерки
на решенията на диференциални уравнения с моментни импулси, обобщават резул-
татите на [32] за евентуална устойчивост спрямо част от променливите на решенията
на системи обикновени диференциални уравнения и на [55] за обобщена експонен-
циална устойчивост на решенията на закъсняващи функционално- диференциални
уравнения.

В2. Нелинейни диференциални уравнения с постоянно закъснение и продължително
действащи импулси - намерени са достатъчни условия за устойчивост и равномерна
устойчивост по две мерки, което е обобщение на стандартните методи с една мярка.
Получените резултати са обобщение на изследванията на [29],[49] за диференциални
уравнения с продължително действащи импулси и постоянно закъснение в случая,
когато се използват две мерки.

B3. Диференциални уравнения със супремум и продължително действащи импулси -
дефинирано е нелинейно диференциално уравнение с продължително действащи им-
пулси и супремум и са изучени обикновена, равномерна и равномернно-асимптотична
устойчивост на неговото нулево решение. Получените резултати обобщават резулта-
ти намерени в [17] и [42] за диференциални уравнения със супремум в неизследвания
случай, когато системата е с продължително действащи импулси.

В4. Модели на невронни мрежи със супремум -приложени са резултатите от В3 при
изследването на равномерно асимптотичната устойчивост на равновесната точка на
модел на невронни мрежи с продължително действащи импулси в случая, когато те-
кущото състояние на всеки неврон зависи от неговото максимално състояние в пре-
дишен интервал. Докато в повечето изследвания на невронни мрежи активиращата
функция между невроните е само една, в дисертационния труд е разгледан модел с
различни локално Липшицови активиращи функции между невроните. Приведен е и
конкретен пример, при който са изпълнени условията за равномерно асимптотична
устойчивост. Разгледан е и случая,когато активиращите функции не са Липшицови.
Получените резултати са обобщение на резултатите на [12] за модели невронни мре-
жи с продължително действащи импулси в случая, когато системата е със супремум.

Връзките между приносите, целите, задачите, мястото на описание в дисертационния
труд и направените публикации са следните:
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Приноси Цели Задачи Параграфи Публикации
А1 1. I 1.1 [8]
А2 2. II 2.1, 2.2 [1], [7],[11]
Б1 1. I 1.1, 1.2 [8], [9]
Б2 2. II 2.3 [1], [7]
В1 3. III 3.1,3.2,3.3. [2],[4],[10]
В2 3. III 4.1 [3]
В3 3. III 4.2 [5]
В4 3. III 4.3 [6]

Апробация на резултатите

Част от получените резултати са докладвани на научните конференции:

1. Национална научна конференция "Образование и наука - за личностно и общест-
вено развитие гр. Смолян, 27 – 28 oктомври,2017, България.

2. AMEE Technical University of Sofia, Sozopol, June 08 – 13, 2018, Bulgaria.

3. International Conference on Applied Analysis and Algebra, Istanbul, 3 July – 6 July,
2018, Turkey.

4.AMEE Technical University of Sofia, Sozopol, June 07 – 13, 2019, Bulgaria.

Някои от резултатите са реализирани при изпълнението на следните проекти:

1. Научен проект МУ-17-ФМИ-007 към НПД на ПУ ’Паисий Хилендарски’, 2017-
2018г.

2. Научен проект МУ-19-ФМИ-009 към НПД на ПУ ’Паисий Хилендарски’, 2019-
2020г.

3. Научен проект КП-06-Н32/7 към ФНИ, София.

Публикации по дисертационния труд

публикации с импакт ранг
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[2] (SJR: 0.165)Hristova S., Ivanova K., Kostadinov T., Generalized exponential
stability of differential equations with non-instantaneous impulses, AIP Conference
Proceeding, 1910,(2017), ISSN: 1551-7616.
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IV. Annotation of the Ph. D. Thesis

OSCILLATORY, ASYMPTOTIC AND STABILITY
PROPERTIES OF DISCRETE AND CONTINUOUS

DIFFERENTIAL EQUATIONS

Author: Todor Iliev Kostadinov

This PhD thesis is devoted to the study of the oscillatory, asymptotic and stability
properties of several types discrete and continuous differential equations.

In Chapter 1 we consider linear neutral difference equations of first and second order
with "maxima"and we study the oscillatory and asymptotic properties of their solutions.
For the equation of first order we find sufficient conditions about tending to zero of the
positive solutions when the coefficient pn > −1 and l ≥ k. We extend this conditions
when k > l. We find also sufficient conditions for oscillation of the solutions of the first
order difference equation when k > l, and p ≤ pn < −1. For the equation of second
order we find sufficient conditions for oscillation when 0 ≤ pn < 1. We will mention that
our conditions for the oscillation in this case are better than the conditions of the other
authors for the same problem.

In Chapter 2 we consider a neutral differential equation of first order with piecewise
constant argument of generalized type. We give a definition for the solution and prove
its existence and uniqueness. We also prove a basic Lema which we use for proving all
the theorems about asymptotic behavior of the solutions. We classify this properties
depending on the equations coefficients p and q. We find relation between this equation
and a difference equation when p = 1 and use this relation to find sufficient conditions
for the oscillation of the solutions when p = 1. We also find sufficient conditions for the
oscillation of the solutions when p = −1.

In Chapter 3 we consider an initial value problem for the system of non-instantaneous
impulsive differential equations. We introduce three different types of stability of its
solutions: integral stability with two measures, eventual stability with respect to a part
of variables and generalized exponential stability. We find sufficient conditions for uniform
integral stability with two different measures. We find also sufficient conditions for eventual,
uniformly eventual and eventual uniformly asymptotical stability with respect to a part
of variables and for generalized exponential stability for the zero solution of the initial
value problem. We are using Lyapunov functions and theirs Dini’s derivates to get this
conditions.
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In Chapter 4 we consider three systems of differential equations with delay of the argument
and non-instantaneous impulses and take attention to the stability of their zero solution.
We find sufficient conditions for stability and uniform stability with two measures of the
zero solution for a system of delay differential equations with non-instantaneous impulses.
We find also conditions for stability, uniform stability and uniform asymptoticall stability
for the zero solution of a system of non-instantaneous impulsive differential equations
with supremum. In the third paragraph of the Chapter 4 we consider a model of neural
networks with non-instantaneous impulses and supremum and we investigate the uniform
asymptoticall stability of its equalibrium point in two cases: when the activation functions
are Lipschitz and when they aren’t Lipshitz.
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