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Дисертационният труд „Изследване на максималните неточности на 
косвено измеряеми величини и приложения“ е обсъден и насрочен за 
защита на разширен катедрен съвет на катедра „Приложна математика и 
математическо моделиране“ при Факултет по математика и информатика 
на Пловдивски университет „Паисий Хилендарски“, град Пловдив, 
проведен на 28.01.2019 г.  
 

Дисертационният труд е с общ обем от 114 страници и включва увод, 
три глави и библиография, състояща се от 70 източника. Списъкът на 
авторските публикации включва 4 заглавия на английски език.  
 

Защитата на дисертационния труд ще се състои на ............................. г. в 
Заседателна зала на Нова сграда на Пловдивски университет „Паисий 
Хилендарски” на открито заседание на научно жури в състав: 
 
1 

2 

3 

4 

5 

 
Номерацията на формулите, цитиранията, примерите, таблиците и 
фигурите съвпада с тяхната номерация в дисертационния труд.  
 
Материалите по защитата са на разположение на интересуващите се в 
секратариата на ФМИ, нова сграда на ПУ, каб. 330, всеки работен ден от 
8:30 до 17:00 часа. 
 
 
Автор на дисертациония труд: Радка Паскова Колева  
 
Заглавие: Изследване на максималните неточности на косвено измеряеми 
величини и приложения 
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ОБЩА ХАРАКТЕРИСТИКА НА ДИСЕРТАЦИОННИЯ ТРУД 

 

Актуалност на дисертационния труд 

Оценяването на точността на измерванията в експерименталните науки 
се основава на класическата теория на грешките (използвана понастоящем 
в обучението на студенти и в практиката). За неин основател се счита Гаус, 
който за минимизиране влиянието на грешките при изчисления открива и 
прилага метода на най-малките квадрати. Той доразвива и изследванията 
на Лаплас върху нормалното вероятностно разпределение, което е основен 
инструмент в статистиката. 

Има много математически трудове [9, 33, 35], върху различни методи 
за моделиране, определяне и оценяване на грешките при един 
експеримент. Развиват се математически методи специално за нуждите на 
общата физика [19, 23], експериметалната физика [58], инженерните науки 
[61, 62], оптимизацията [32] и системите за управление [12]. 

Теория на грешките и анализа на грешките са част от теорията и 
практиката на науката повече от два века. 

В дисертационния труд е използвано понятието косвено измеряема 
величина, като величина, чиято стойност се изчислява по зададена 
формула, в която участват пряко измеряеми величини. 

В дисертацията използваме понятието неточност вместо грешка. 
 
Цели и задачи на дисертационния труд 

Основните цели на дисертационния труд са: 

1. Да се изследват максималните неточности на косвено измеряеми 
величини с алгебричен подход и да се покаже тяхното приложение; 

2. Да се изследват течни дисперсни системи за седиментационната 
стабилност, както и компонентите им. 

Задачи: 

1) Да се канонизират повърхнините от първа и втора степен в 
многомерното евклидово пространство. 

2) Да се канонизират повърхнините на максималните абсолютни и 
относителни неточности от второ приближение. 

3) Да се сравнят стойностите на максималните неточности при две 
експериментални изследвания. 

4) Да се въведе математически метод за изследване на компонентите на 
течни дисперсии. 

5) Да се определи процентът на количеството чисто вещество в 
седимента и/или изплавъка на течна дисперсия. 

6) С цел да се покаже ефективността на метода от задача 4) да се 
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проведе реално експериментално изследване на суспензия. Да се 
намерят абсолютните и относителни неточности на изследвани-те 
величини. 

7) Да се изследва седиментационната стабилност на емулсия, като се 
приложат описаните в дисертацията центромасов метод и 
устройство. Да се определи относителната неточност на 
седиментационната й стабилност. 

 

Структура и обем на дисертационния труд 

Настоящият дисертационен труд се състои от увод, три глави, 
заключение, публикации по темата, библиография и съдържание с общ 
обем от 114 страници. 

Глава I се състои от четири параграфа. В §1 е изложено кратко 
въведение в теория на грешките, както и развитието на концепцията за 
точността на измерването като качество, което може да се изрази 
количествено. В §2 са дефинирани основни понятия като максимални 
абсолютна и относителни неточности от първо приближение, максимални 
абсолютна и относителни неточности от втори ред, както и максимални 
абсолютна и относителни неточности от второ приближение. В §3 е 
направена канонизация на повърхнините от първа и втора степен в 
многомерното евклидово пространство. Този подход е приложен за 
канонизирането на повърхнините на максималните абсолютни и 
относителни неточности от второ приближение в §4. 

Глава II се състои от три параграфа. В §1 са установени връзки между 
вида на някои функции и техните производни, които са въведени като 
твърдения. В §2 са въведени критерии за сравнение на стойностите на 
максималните неточности при две експериментални изследвания, които 
прецизират, допълват и усъвършенсват изводи в предишни разработки по 
тематиката [42, 43, 45]. В §3 са дадени два контрапримера, които показват, 
че безразмерната скала за сравняване на максималните неточности на две 
експериментални изследвания, въведена в [42, 43, 45], не е точна и трябва 
да се прецизира. Определен е каноничният вид на хиперповърхнината на 
максимална относителна неточност от второ приближение. 

Глава III се състои от девет параграфа. Представен е математически 
метод за определяне основните характеристики на компонентите на течни 
дисперсии. Въведен е индекс за характеризиране на седиментационната 
стабилност на течни дисперсии – безразмерна числена величина. 
Аналитично е определен процентът на количеството чисто вещество в 
седимента и/или изплавъка на изследвана течна дисперсия. Проведен и 
описан е експеримент, в който се прилагат математическият метод за 
изследване компонентите на течни дисперсии. Намерени са максималните 
абсолютни и относителни неточности на косвено измеряемите величини. 
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Описани са центромасов (барицентричен) метод и устройство за 
определяне на седиментационната стабилност на течни дисперсии, които 
намериха приложение в учебния процес като част от практическо 
ръководство за студентите от Университета по хранителни технологии, гр. 
Пловдив. Първоначалните идеи на метода и устройството са заложени в 
публикациите [5, 7, 8, 27]. Представен е пример върху изследване на 
емулсия за намиране отместването на центъра на масите и определяне на 
седиментационната стабилност. 
 
 
 
Дисертационният труд е разработен към катедра “Приложна математика и 
моделиране” на Факултета по математика и информатика на Пловдивския 
университет “Паисий Хилендарски”. 
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КРАТКО СЪДЪРЖАНИЕ НА ДИСЕРТАЦИОННИЯ ТРУД 

 
Глава I. Mаксимални абсолютна и относителна неточности от първо и 

второ приближение 

§1 на гл. I е въвеждащ накратко в теория на грешките. 

§2. Максимални неточности от първо и второ приближение 

Нека косвено измеряемата величина Y  се изразява функционално чрез 
пряко измеряемите величини 1 2, ,..., nX X X , т.е. ( )1 2, ,..., nY f X X X=  и f  е 

диференцируема функция по всяка своя променлива. Ако в едно 
експериментално изследване са извършени k  наблюдения 1 2, ,...,i i ikx x x  на 

пряко измеряемата величина 
iX  ( )1,2,...,i n= , то се приема, че средно 

аритметичната стойността 
1

1 k

i im

m

x x
k =

= ∑  е най-вероятната (най-достоверната) 

стойност на 
iX . Означаваме , 1,2,..., , 1, 2,...,im im ix x x i n m k∆ = − = = . 

Съгласно [42, 43, 45] са в сила определенията: 
Определение 2.1. Максимална абсолютна неточност 1Y∆  на Y  от 

първо приближение се нарича линейната функция  

където iA  се дават по следния начин 

( )1
1

1
,..., ,..., , 1,...,

k

i m im nm

m i

f
A x x x i n

k X=

∂
= =

∂∑
    

и    
1

1
, 1,2,..., .

k

i ij

j

X x i n
k =

∆ = ∆ =∑  

Определение 2.2. Максимална относителна неточност 
1Y

Y

∆
 на Y  от 

първо приближение се нарича линейната функция 

където iB  се дават съответно по следния начин 

( )
( )1

1 1

1
,..., ,..., , 1,...,

,..., ,...,

k
im

i m im nm

m m im nm i

x f
B x x x i n

k f x x x X=

∂
= =

∂∑
 
и 

1

1
, 1,2,...,

k
iji

ji ij

xX
i n

X k x=

∆∆
= =∑ . 

Определение 2.6. Максимална абсолютна неточност 2Y∆  на Y  от 2-

ри ред се нарича функцията  

(2.1)  1

1

,
n

i i

i

Y A X
=

∆ = ∆∑  

(2.2)  
1

1

,
n

i
i

i i

XY
B

Y X=

∆∆
=∑  
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където ( )
2

1
1

1
,..., ,..., ,...,

k

ij m im jm nm

m i j

f
A x x x x

k X X=

∂
=

∂ ∂∑  са неотрицателни 

константи, а iX∆  са променливи величини ( ), 1,2,...,i j n= . 

Определение 2.7. Максимална относителна неточност 
2Y

Y

∆
  на Y  от 

2-ри ред се нарича функцията  

където 
( ) ( )

2

1
1 1

1
,..., ,..., ,...,

,..., ,..., ,...,

k
im jm

ij m im jm nm

m i jm im jm nm

x x f
B x x x x

k X Xf x x x x=

∂
=

∂ ∂∑
 

са неотрицателни константи, а i

i

X

X

∆
 са променливи величини 

( ), 1,2,...,i j n= . 

Определение 2.8. Максимална абсолютна неточност Y∆  на Y  от 

второ приближение се нарича функцията 

Определение 2.9. Максимална относителна неточност 
Y

Y

∆
 на Y  от 

второ приближение се нарича функцията 

От формули (2.1), (2.3) и (2.5) се получава, че максималната абсолютна 
неточност на косвено измеряемата величина Y  от второ приближение 
може да се представи във вида 

(2.7) 
1 , 1

1
. . . ,

2

n n

i i ij i j

i i j

Y A X A X X
= =

∆ = ∆ + ∆ ∆∑ ∑  

Аналогично от формули (2.2), (2.4) и (2.6) се получава, че максималната 
относителна неточност на косвено измеряемата величина Y  от второ 
приближение може да се представи във вида 

(2.8) 
1 , 1

1
. . . .

2

n n
ji i

i ij

i i ji i j

XX XY
B B

Y X X X= =

∆∆ ∆∆
= +∑ ∑  

 

 

(2.3)  2

, 1

. . ,
n

ij i j

i j

Y A X X
=

∆ = ∆ ∆∑  

(2.4) 
2

, 1

. . ,
n

ji
ij

i j i j

XXY
B

Y X X=

∆∆∆
=∑  

(2.5) 1 21
.

2
Y Y Y∆ = ∆ + ∆  

(2.6) 
1 21

2

Y Y Y

Y Y Y

∆ ∆ ∆
= + . 
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§3. Канонизация на повърхнините от първа и втора степен в 

многомерното евклидово пространство 

В следващия резултат, с ортогонално преобразувание на неизвестните, 
преобразуваме една линейна хомогенна форма на n  неизвестни, в линейна 
хомогенна форма на едно неизвестно. 

Теорема 3.1. Ако 1 1 ... n nf а x а x= + +  е ненулева реална линейна хомогенна 
форма на n  неизвестни 1,..., nx x , то съществува ортогонално преобразувание 
на неизвестните, което привежда f  в линейна хомогенната форма n ng d u= , 

където 2 2 2
1 2 ...n nd а а а= + + +  е положително реално число. 

3.1. Каноничен вид на повърхнините от първа степен 

Повърхнините от първа степен в многомерното реално евклидово 
пространство nЕ  се задават с уравнението 

(3.4) 1
1

0
n

i i

i

f a x a
=

= + =∑ , 

където ,ia a∈ℝ  и поне едно 0ia ≠ , и 1,..., nx x  са неизвестни. 
В 3Е  каноничният вид на произволна повърхнина е геометрически 

очевиден. В nЕ , 3n > , повърхнината не може да се представи визуално и 
каноничният вид трябва да се получи само аналитично. 

В следващия резултат, като използваме Теорема 3.1, аналитично 
получаваме каноничния вид на равнините в nЕ . Ще отбележим, че 
аналитично получаване на такъв резултат не е известен. 

Теорема 3.2. В многомерното реално евклидово афинно пространство 

nЕ  за равнината 1f  са в сила следните случаи. 
1)  Ако поне един коефициент ia  не е нула, то каноничният вид на 1f  се 

задава с уравнението 0nz = , т.е. този каноничен вид е равнината, 
определена от координатните оси 1 1 1 1,..., nO z O z −  на някоя координатна 
система 1 1 2... nO z z z  на nЕ . 

2)  Ако 1 ... 0na a a= = = = , то 1f  е пространството nЕ . 
3) Ако 1 ... 0na a= = =  и 0a ≠ , то 1f  е празното множество. 

 
3.2. Каноничен вид на повърхнините от втора степен 

Канонизацията на повърхнините от втора степен в реалното 
многомерно евклидово пространство nЕ  е добре известна [2]. 

В известните канонизации са направени геометрични тълкувания, 
докато ние предлагаме алгебричен подход. 

За канонизацията на повърхнините от втора степен в nЕ , която ще 
извършим, ще отбележим следното: 
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1)  Методът ни на канонизация е ефективен, защото дава точните 
параметри на каноничния вид на повърхнини, които определят вида на 
повърхнината в зависимост от първоначалните коефициенти на 
уравнението на повърхнината. 

2)  Начинът ни на канонизация се различава от известните в случая на 
получаване на цилиндър. Именно, тази канонизация се извършва, като чрез 
Теорема 3.1 прилагаме ортогонално преобразувание за преобразуване на 
една ненулева линейна хомогенна форма на n  неизвестни в линейна форма 
на едно неизвестно с положителен коефициент. 

Сравнение на подхода ни с известните канонизации в nЕ  на 
повърхнините от втора степен може да се направи например с [2, 6]. 

Повърхнините от втора степен в многомерното реално евклидово 
пространство nЕ  се задават с уравнението 

(3.5) 
( )1 2 1

, 1 1

,..., 2 0
n n

n ij i j i i

i j i

f x x a x x a x a f f
= =

= + + = + =∑ ∑ , 

, , 1, 2,...,ji ija а i j n= = , 

където , ,ij ia a a∈ℝ , поне едно 0ja ≠ , и 1,..., nx x  са неизвестни. 

В следващия резултат получаваме каноничния вид на повърхнините от 
втора степен в nE  чрез ортогонални преобразувания на неизвестните и чрез 
транслации. Ще предполагаме, че f  се задава с уравнението (3.5). 

Теорема 3.3. Нека 0r >  е рангът на квадратичната част 2f  на 
повърхнината f  от втора степен в многомерното реално евклидово 
пространство nЕ , 2n ≥ . Тогава са в сила следните случаи, в които числата 

jb , 1,...,j n=  и числото c  се определят съответно от (3.7) и (3.8). 

1)  Нека r n= . Тогава повърхнината f  е с канонично уравнение 

(3.9) 2 2
1 1 ... n nz z cλ λ+ + = − , 

където c  е определено от (3.7) за r n= . 
При това са в сила следните подслучаи: 
1.1) Ако 1,..., nλ λ  имат еднакви знаци и 0c ≠ , то f  е елипсоид (елипса 

при 2n = ). 
1.2) Ако поне два знака на 1,..., nλ λ  са противоположни и 0c ≠ , то f  е 

хиперболоид (хипербола при 2n = ). 
1.3) Ако 0c = , то f  е конус. При това, ако 1,..., nλ λ  са с еднакви знаци, то 

f  е имагинерен конус с единствена реална точка (0,0,…,0). (Ако 2n =  и 
знаците на 1λ  и 2λ  са различни, то f  е двойка пресичащи се прави.) 

2) Нека 1r n= − . Имаме два подслучая: 
2.1) Ако 0nb ≠ , то повърхнината f  е параболоид (парабола при 
2n = ) с канонично уравнение 

(3.10) 2 2
1 1 1 1... 2n n n nz z b zλ λ − −+ + = − . 
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При това, ако 1 1,..., nλ λ −  са с еднакви знаци, то f  е елиптичен 

параболоид, а ако поне два от знаците на 1 1,..., nλ λ −  са противоположни, то f  
е хиперболичен параболоид. 

2.2) Ако 0nb = , то повърхнината f  е цилиндър с канонично уравнение 

(3.11) 2 2
1 1 1 1... n nz z cλ λ − −+ + = − . 

2) Нека 1 2r n≤ ≤ − . Тогава повърхнината f  е цилиндър. 
При това са в сила следните подслучаи: 
3.1) Ако поне един от коефициентите ib  е различен от нула, 1,...,i r n= + , 

то f  е параболичен цилиндър с канонично уравнение 

(3.12) 2 2 2 2 2
1 1 1 2... , ...r r n r r nz z sz s b b bλ λ + ++ + = − = + + + . 

3.2) Ако 1 ... 0r nb b+ = = = , то каноничният вид на f  е 

(3.13) 2 2
1 1 ... r rz z cλ λ+ + = − . 

Поради ефективността на метода ни за канонизацията на повърхнините 
от втора степен в следващия параграф ще получим каноничния вид на 
повърхнините на максималните абсолютни и относителни неточности от 
второ приближение директно, като следствие от формулировката на 
резултата ни за канонизация на повърхнините от втора степен. 

§4. Канонизация на повърхнините на максималната абсолютна и 

относителна неточности от второ приближение 

В [42, 43, 45] са разгледани неточности от първо и второ приближение. 
Ние си поставяме за цел да направим пълна алгебрична класификация на 
повърхнините на максималните неточности на косвено измеряемата 
величина от второ приближение в реалното евклидово афинно 
пространство 1nE + . 
Уравнението на произволна такава повърхнина в 1nE +  има вида 

(4.1) 
1

1 , 1

1

2

n n

n i i ij i j

i i j

y A y A y y+
= =

= +∑ ∑ , 

ij jiA A= , , 1, 2,...,i j n= , iA ∈ℝ , ijA ∈ℝ , 

където 1ny +  е максималната абсолютна (относителна) неточност от второ 

приближение, 1 1,..., ,n ny y y +  са променливи, а iA  и ijA  са неотрицателни 

константи ( ), 1,2,...,i j n= , поне една от които е различна от нула.  

От Теорема 3.3 и Теорема 3.2 получаваме директно следния резултат. 

Теорема 4.1. Нека r  е рангът на квадратичната част 2f  на 
повърхнината f  на максималната абсолютна (относителна) неточност от 
второ приближение в реалното евклидово афинно пространство 1nE + ,  1n ≥ . 
Тогава f  е от параболичен тип и са в сила следните случаи. 

(i) Нека r n= . Тогава каноничното уравнение на f  е 
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(4.3) 2 2
1 1 1... n n nz z zλ λ ++ + = , 

т.е. f  е параболоид. При това: ако характеристичните корени 1,..., nλ λ  на 

2f  са с еднакви знаци, то f  е елиптичен параболоид, а ако поне два от 
характеристичните корени 1,..., nλ λ  на 2f  са с противоположни знаци, то f  е 
хиперболичен параболоид. 

(ii) Нека 1 1r n≤ ≤ − . Тогава каноничното уравнение на f  е 

(4.4) 2 2 2 2
1 1 1

1
... , ...

4r r n r nz z Sz S b bλ λ ++ + = − = + + + , 

където ib  са определени по формула (3.7), т.е. f  е цилиндър. 
(iii) Ако 0r = , то каноничният вид на f  е 1 0nz + = , т.е. f  е повърхнина 

от първа степен, определена от координатните оси 1 1 1,..., nO z O z  на някоя 
координатна система 1 1 2 1... nO z z z +  на 1nE + . 

Следствие 4.2. Ако рангът r  на квадратичната част 2f  на повърхнината 
на максималната абсолютна неточност от второ приближение в 2F  е 1, то 
каноничното уравнение на тази повърхнина е параболата 2

1y xλ= , където 1λ  
е ненулев характеристичен корен на 2f . 

 
Глава II. Сравняване на стойностите на максималните неточности 

при две експериментални изследвания 

Тук дефинираме критерии за сравняване на максималните неточности 
при две експериментални изследвания [49]. 

В §1 са получени резултати за специален вид функции, които намират 
приложение в следващите параграфи. 

§2. Критерии за сравняване на стойностите на максималните 

неточности при две експериментални изследвания 

В §2 са дефинирани критерии за сравняване на стойностите на 
максималните неточности при две експериментални изследвания. 

Нека за функцията ( )1,..., nY f X X=  са извършени две експериментални 

изследвания съответно с i − ти разлики, iX∆  и iX∆ ɶ . Функцията 

( )1,..., nf X X  ще означаваме още с ( )1,..., nf x x . 

Първото експериментално изследване на максималната абсолютна / 
относителна неточност на Y  ще наричаме по-точно от второто, когато са 
налице съответните неравенства в тeхните абсолютни / относителни 
неточности. 

1)  Нека 1Y∆  и 1Y∆ ɶ  са максималните абсолютни неточности от първи 
ред на двете експериментални изследвания: 
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(2.1)  1 1

1 1

,
n n

i i i i

i i

Y A X Y А X
= =

∆ = ∆ ∆ = ∆∑ ∑ ɶɶ ɶ . 

В сила са следните шест критерия, които може да се прилагат при 
експерименталните изследвания. 

Критерий 1. Ако , 1,2,...,
i

f
const i n

x

∂
= =

∂
, то първото експериментално 

изследване на максималната абсолютна неточност на Y  е по-точно от 
второто експериментално изследване тогава и само тогава, когато 

Двете експериментални изследвания имат еднаква точност тогава и 
само тогава, когато (2.2) става равенство. 

Критерий 2. Ако i iX X∆ = ∆ɶ  ( )1,2,...,i n= , то първото експериментално 

изследване на максималната абсолютна неточност на Y  е по-точно от 
второто експериментално изследване тогава и само тогава, когато 

Двете експериментални изследвания имат еднаква точност тогава и 
само тогава, когато (2.3) става равенство. 

2) Нека 
1Y

Y

∆
 и 

1Y

Y

∆ ɶ
ɶ

 са максимални относителни неточности от първи 

ред на две експериментални изследвания. 
Според формула (2.2) от §2 на гл. I важи 

Критерий 3. Ако i

i

x f
const

f x

∂
=

∂
, ( )1,2,...,i n= , то първото 

експериментално изследване на максималната относителна неточност на Y  
е по-точно от второто експериментално изследване тогава и само тогава, 
когато 

Двете експериментални изследвания имат еднаква точност тогава и 
само тогава, когато (2.5) става равенство. 

3) Нека 2Y∆  и 2Y∆ ɶ  са максималните абсолютни неточности от втори 
ред на две експериментални изследвания 

Формула (2.3) от §2 на гл. I е 

(2.2) ( )
1

0
n

i i i

i

A X X
=

∆ − ∆ >∑ ɶ . 

(2.3) ( )
1

0
n

i i i

i

А A X
=

− ∆ >∑ ɶ . 

(2.4) 
1 1

1 1

,
n n

i i
i i

i ii i

Y X Y X
B B

Y X Y X= =

∆ ∆ ∆ ∆
= =∑ ∑

ɶ ɶ
ɶ

ɶ ɶ
. 

(2.5) 
1

0
n

i i
i

i i i

X X
B

X X=

 ∆ ∆
− >  

 
∑

ɶ

ɶ
. 
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Критерий 4. Ако 
2

i j

f
const

x x

∂
=

∂ ∂
 ( ), 1,2,...,i j n= , то първото 

експериментално изследване на максималната абсолютна неточност от 
втори ред на Y  е по-точно от второто експериментално изследване тогава 
и само тогава, когато 

(2.7) ( )
, 1

0
n

ij i j i j

i j

A X X X X
=

∆ ∆ − ∆ ∆ >∑ ɶ ɶ . 

Двете експериментални изследвания имат еднаква точност тогава и 
само тогава, когато (2.7) става равенство. 

Критерий 5. Ако i iX X∆ = ∆ɶ , ( ), 1,2,...,i j n= , то първото експери-

ментално изследване на максималната абсолютна неточност от втори ред 
на Y  е по-точно от второто експериментално изследване тогава и само 
тогава, когато 

Двете експериментални изследвания имат еднаква точност тогава и 
само тогава, когато (2.8) става равенство. 

4) Нека 
2Y

Y

∆
 и 

2Y

Y

∆ ɶ
ɶ

 са максималните относителни неточности от втори 

ред на две експериментални изследвания. От (2.4) от §2 на гл. I имаме 

Критерий 6. Ако 
2

i j

i j

x x f
const

f x x

∂
=

∂ ∂
 ( )1,2,...,i n= , то първото експе-

риментално изследване на максималната относителна неточност от втори 
ред на Y  е по-точно от второто експериментално изследване тогава и само 
тогава, когато 

Двете експериментални изследвания имат еднаква точност тогава и 
само тогава, когато (2.10) става равенство. 

(2.6) 
2 2

, 1 , 1

,
n n

ij i j ij i j

i j i j

Y A X X Y A X X
= =

∆ = ∆ ∆ ∆ = ∆ ∆∑ ∑ ɶɶ ɶ ɶ . 

(2.8) ( )
, 1

0
n

ij ij i j

i j

A A X X
=

− ∆ ∆ >∑ ɶ . 

(2.9) 
2 2

, 1 , 1

,
n n

j ji i
ij ij

i j i ji j i j

X XY X Y X
B B

Y X X Y X X= =

∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆
= =∑ ∑

ɶɶ ɶ
ɶ

ɶ ɶ ɶ
. 

(2.10) 
, 1

0
n

j ji i
ij

i j i j i j

X XX X
B

X X X X=

 ∆ ∆∆ ∆
− > 

 
 

∑
ɶɶ

ɶ ɶ
. 
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§3. Контрапримери към приложението на безразмерната скала на 

максималните абсолютни неточности 

Изводите, направени в [42, 43, 45] относно приложението на скалата за 
сравняване на максималните неточности при две експериментални 
изследвания не са точни. Това показваме чрез два контрапримера. 

В този параграф сме си поставили за задача да прецизираме тези 
изводи, като прилагаме въведените критерии от §2 и показваме чрез 
контрапримери ефективността на критериите [49]. 

Контрапример 1) Нека ( )S f t vt= =  е пътят, който изминава 

равномерно движещо се тяло при постоянна скорост v  за време t . 
За първото експериментално изследване избираме 11 124, 2t t= = . Тогава 

1 11 123, 1, 1t t t= ∆ = ∆ = , 1 1t∆ = . Tъй като df
v

dt
= , то съгласно формула (2.1) от 

§2 на гл. I 

( )
2 2

1 1
1 1

1 1

2 2m

m m

df
А t v v

dt= =

= = =∑ ∑ . 

От формула (2.1) от §2 на гл. I намираме стойността на максималната 
абсолютна неточност на първото експериментално изследване 

1 1
1 1 .1Y f A t v v∆ = ∆ = ∆ = = . 

За второто експериментално изследване избираме 11 123.6, 2.2t t= =ɶ ɶ . 

Тогава 1 11 12 12.9, 0.7, 0.7, 0.7t t t t= ∆ = ∆ = ∆ =ɶ ɶ ɶ . По формула (2.1) от §2 на гл. I, 

тъй като df
v

dt
= , отново  

( )
2 2

2 1
1 1

1 1

2 2m

m m

df
А t v v

dt= =

= = =∑ ∑ . 

От формула (2.1) от §2 на гл. I намираме стойността на максималната 
абсолютна неточност на второто експериментално изследване 

1 1
2 1 0.7Y f A t v∆ = ∆ = ∆ =ɶɶ ɶ . 

Тъй като 1 2A A= , то имаме следната зависимост между коефициентите 
на точност [42, 43, 45]: 

1 22 2
1 2

1 1

1 1
k k

A A
= = =

+ +
. 

Тогава бихме направили извод, че двете експериментални изследвания са 
еднакво точни, защото те имат еднакви стойности в безразмерната скала. 
Но 

1 1 1 10.7Y f g g Y f∆ = ∆ = > = ∆ = ∆ ɶɶ , 
което показва, че второто експериментално изследване е по-точно от 
първото. Следователно изводът за безразмерната скала е неверен. 

От въведените от нас необходими и достатъчни условия в §2, при 

1 2А А= , съгласно Критерий 1 следва, че второто експериментално 
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изследване е по-точно от първото, защото 1 1t t∆ < ∆ɶ . Следователно, с 

Критерий 1 се дава по-прецизен извод. 
 

Глава III. Математически метод за определяне на основните 

характеристики на компонентите на течни дисперсии и определяне на 

максималните неточности при измерването им 

В глава III сме си поставили за задачи: да представим нов аналитичен 
метод за изследване компонентите и седиментационната стабилност на 
течни дисперсии; да приложим метода и да покажем неговата ефективност 
към експериментално изследване на суспензия; да приложим теория на 
неточностите и намерим максималните абсолютна и относителна 
неточности на компонентите на суспензията. Другите задачи са: да се 
изведат формули за намиране процента на чистото вещество в седимента 
и/или изплавъка на течна дисперсия и да се изследва седиментационната 
стабилност на емулсия, като се приложат центромасов метод и устройство, 
създадени за тази цел. 

Научните изследвания върху течните дисперсии се развиват главно в 
две направления [13]: 

1. Извършване на седиментационен анализ. 
2. Изследване на седиментационна стабилност. 
За извършване на седиментационен анализ и определяне 

седиментационната стабилност на течни дисперсии широко 
разпространение са получили визуални и оптични методи и устройства [18, 
36, 37, 38, 52, 55, 63], при които от изследваната течна дисперсия се вземат 
проби от различни нива на заемания обем [70], измерва се масата на 
седиментиращите частици, пропуска се електричен ток или някакво 
лъчение [59]. Визуалните методи не се характеризират с висока точност. 
Оптичните методи достигат много висока степен на чувствителност и на 
автоматизация, но имат сериозен недостатък – изискване за прозрачност на 
дисперсията. Затова много често се използва разреждане на изследваната 
проба. Разреждането променя свойствата на течната дисперсия. Освен това 
създадените оптични устройства (спектрофотометри) имат скъпа 
екипировка. 

В §2 въвеждаме понятието плътна опаковка [46] на частиците от 
дисперсната фаза на течна дисперсия. Чрез него определяме обема на 
седимента и на изплавъка в течната дисперсия. 

Определение 2.1. Плътна опаковка на дисперсната фаза ще наричаме 
разпределението на частиците от дисперсната фаза, приети като сферични 
и допиращи се до съседните им частици, след пълна фазова сепарация. 

На Фиг. 2.1 е представено вертикално осево сечение на прав 
призматичен съд K , който приемаме, че е с квадратни основи. 
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a)        б) 

Фиг. 2.1. Вертикално осево сечение на прав призматичен съд с 
квадратни основи с разделени компоненти на течната дисперсия: 

а) модел на перфектно плътна опаковка на частиците на дисперсната 
фаза; 

б) модел на крайно неперфектно плътна опаковка на частиците на 
дисперсната фаза. 

 
§3. Определяне на обема на седимента и на изплавъка в течна 

дисперсия 
За обема V ′  на дисперсната фаза в пределния седимент (изплавък) и 

обема V ′′  на свързаната дисперсна среда в пределния седимент (изплавък) 
е изпълнено 

20.56V a h′ ≈  и 20.44V a h′′ ≈ . 

За масата m′  на дисперсната фаза и масата m′′  на свързаната дисперсна 
среда в пределния седимент (изплавък) на една течна дисперсия е 
изпълнено 

20.56m V a hρ ρ′ ′ ′ ′= ≈  и 20.44m V a hρ ρ′′ ′′ ′′ ′′= ≈ , 

където h=hs (h=hf). 

§5. Математически метод за определяне на средните плътности и 

масите на компонентите на течна дисперсия 

В [46] предлагаме математически метод за определяне, при дадени 
температура и външно налягане, на средната обемна масова плътност на 
компонентите на течна дисперсия – на пределния седимент и на пределния 
изплавък, както и на дисперсната среда, без използване на пикнометри [70] 
или плътнометри [59], при който измерванията са опростени значително. 

Въз основа на плътностите на компонентите в следващия параграф 
дефинираме и индекс – числена характеристика, за окачествяване и оттам 
за прогнозиране на седиментационната стабилност на течни дисперсии. 

Възможни са случаи на течни дисперсии, когато се образуват: 
1)  свободна дисперсна среда и пределен седимент; 
2)  свободна дисперсна среда и пределен изплавък; 
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3)  свободна дисперсна среда, пределен седимент и пределен изплавък. 
Възможни са и по-сложни случаи, когато се образуват повече от един 

седимент и/или повече от един изплавък. 
Теоретично извеждаме метода в случая 3), когато след настъпила 

пределна седиментация при изследваната дисперсия са се образували 
пределни седимент, изплавък и свободна течна среда.  

Изисква се, отначало, да се измерят масите на течни дисперсии, които 
трябва да са с еднакви съставки, но взети в различни пропорции дисперсна 
фаза и дисперсна среда. След това изследваната течна дисперсия се 
поставя в съответните съдове iK  при постоянни температура и външно 
налягане. След формиране на пределните седимент и изплавък и на 
свободната дисперсна среда между тях, в условията на гравитационно или 
центрофугално поле, се извършват елементарни линейни измервания на 
геометричните размери на разделните части в съдовете на течните 
дисперсии. За получаване на плътностите и масите на компонентите се 
извършват прости алгебрични операции. 

Стойностите на средната плътност на веществото в пределния 
седимент sρ , на средната плътност на веществото в пределния изплавък fρ  

и на плътността на дисперсната среда ρ ρ ′′=  в съдовете iK  ( )1, 2,3i =  са 

едни и същи. 
Характеристики на пределните седимент и изплавък са дължините на 

техните височини , ,s ih  и ,f ih  ( )1, 2,3i =  в iK , които са постоянни след даден 

момент време t . С ih  ( )1, 2,3i =  означаваме височините на свободната 

дисперсна среда, а с ,s im , ,f im , im  ( )1, 2,3i =  означаваме масите на 

пределните седимент и изплавък и на свободната дисперсна среда на 
течната дисперсия в iK  ( )1, 2,3i = . Тогава можем да запишем: 

(5.1) 2
, ,s i s i sm R hπ ρ= ,  2

, ,f i f i fm R hπ ρ= ,  2
i im R hπ ρ=  ( )1, 2,3i = , 

където R  е радиусът на вътрешните основи на съдовете. С iM  ( )1, 2,3i =  

означаваме общите (тоталните) маси на течните дисперсии, които изпълват 
съдовете iK  ( )1, 2,3i = . Тези маси считаме за известни (измерени). 

От закона за запазване на масите получаваме следната система линейни 
уравнения 

(5.2) , , 0, , 1,2,3.s i f i i im m m M i+ + = =  

Ако , ,i s i i f iH h h h= + + , а iρ  е средната обемна масова плътност на течната 

дисперсия в iV , то известно е числото 
2
i

i i i

M
k H

R
ρ

π
= = , ( )1, 2,3 .i =  Тогава, от 

(5.1) и (5.2) следва системата 
(5.3) , ,s i s f i f i ih h h kρ ρ ρ+ + = , 1,2,3i = . 

Чрез решаване на система (5.3) определяме търсените плътности – на 
пределния седимент, на пределния изплавък и на дисперсната среда: 
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(5.4) 31 2, , ,s f

DD D

D D D
ρ ρ ρ= = =  

където 1 2 3, , ,D D D D , съгласно формулите на Крамер са детерминанти от 
трети ред. 

Тъй като пропорциите на компонентите в течните дисперсии са 
различни, то уравненията в системата (5.2) не са еквивалентни и системата 
(5.3) е определена. 

В случая, когато изследваната течна дисперсия има седименти и 
изплавъци, състоящи се от няколко компоненти, то плътността на всеки 
компонент може да се определи чрез измерване с повече съда. 

В най-общ вид се работи със система, състояща се от n  линейни 
уравнения с n  неизвестни, която записваме по следния начин 

(5.10) , ,
0 0

k j

p l

s i f i i i

k j

m m m M
= =

+ + =∑ ∑ , 1, 2,...,i n= , 

където 1n p l= + + . 

§6. Индекс за характеризиране на седиментационната стабилност 

на течна дисперсия  

Съществуват различни методи за оценка на седиментационната 
стабилност S  на течна дисперсия [20]. Един от най-често използваните е 
визуалният метод, който се характеризира с простота, но само в случаите, 
когато може да се наблюдава ясна разделна граница между отделните 
слоеве в течната дисперсия. 

От инструменталните методи най-широко приложение за изследване 
на седиментационна стабилност на течните дисперсии имат 
абсорбционните оптични методи – чрез измерване на интензитета на 
преминалата светлина през течната дисперсия [28, 69]. Тези методи се 
отличават с висока чувствителност и с големи възможности за 
автоматично регистриране. 

По предложения от нас метод в [46] оценката на седиментационната 
стабилност S  се извършва чрез плътностите на компонентите на течната 
дисперсия и не се налага нито измерване на времето, нито се изисква 
оптична пропускливост. Освен това е въведена скала за характеризиране 

на седиментационната стабилност S . 
Определение 6.1. Числото ( )max ,s fI I I=  наричаме индекс на 

седиментационната стабилност S  в една безразмерна скала за 
характеризиране на S . 

Тъй като 0 , 1s fI I< ≤ , то 0 1I< ≤ , т.е. скалата е интервалът ( ]0, 1 . 

§7. Определяне на процента на количеството вещество в седимента 

и изплавъка 
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Все още не е създадена физична теория за количествено определяне на 
дисперсната фаза и на дисперсна среда в една течна дисперсия. Най-често 
използваният метод е чрез сушене [24], което е един продължителен 
процес, водещ и до деструкция на третираното вещество. 

В параграфа са въведени аналитични формули, чрез които получаваме 
в проценти количеството вещество в пределния седимент или изплавък и 
на свързаната дисперсна среда, както и процента на свободната дисперсна 
среда. 

 
§8. Намиране на плътностите на пределния седимент и на 

дисперсната среда, изследване на седиментационната стабилност на 

суспензия и оценка на максималните неточности 

Представяме модели на две дисперсни системи суспензии от калциев 
карбонат на прах. За да определим плътностите, съответно, sρ  на 
пределния седимент и ρ  на дисперсната среда, използваме два еднакви 
прави цилиндрични съда – 1K  и 2K , с радиус на вътрешната основа 

0.013R m= . 
Плътностите sρ  и ρ , съгласно формула (5.6), намираме от системата 

линейни уравнения 

(8.1) 

1
,1 1 2

,1 1 1

,2 2 2 2
,2 2 2

s s
s

s
s s

M
h hm m M R

m m M M
h h

R

ρ ρ
π

ρ ρ
π

+ =+ =
⇔

+ =
+ =

. 

Нейните решения са 

(8.2) 1 1 2 1 2
2

,1 2 1 ,2

1
s

s s

D M h h M

D R h h h h
ρ

π
−

= =
−

  и  ,1 2 1 ,22
2

,1 2 1 ,2

1 s s

s s

h M M hD

D R h h h h
ρ

π

−
= =

−
. 

Проведени са 6 измервания на линейни размери, маси и получаване на 
плътностите на компонентите на течна дисперсия. За плътностите сме 
получили, съответно средните стойности 31.70s g cmρ −≈  и 31.03 g cmρ −≈ ,  

За индекса на седиментационната стабилност намираме 

0.61.
s

I
ρ
ρ

= ≈  

Стойността на I  по предложената от нас скала (0,1]  показва, че 
изследваната течна дисперсия има малко над средната седиментационна 
стабилност. 

Като приложим теория на неточноситите от гл. II определяме 
максималните абсолютни неточности ∆ sρ  и ∆ρ  за намерените плътности 
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sρ  и ρ , както и максималните относителни неточности s

s

ρ
ρ
∆

 и ρ
ρ
∆ . 

Получаваме, съответно, 
30.43s g cmρ −∆ ≈  и 30.18 g cmρ −∆ ≈ , 

0.43
0.25

1.70
s

s

ρ
ρ
∆

= ≈    и   0.18
0.17

1.03

ρ
ρ
∆

= ≈ . 

Така получената стойност за ρ , при температура 20o C , е в рамките на 
грешката за плътността на дестилираната вода, което показва 
ефективността на метода. 

 
§9. Центромасов метод за определяне на седиментационната 

стабилност на течни дисперсии и относителната неточност на 

измерването ѝ 

В следствие на предишни разработки [5, 7, 8, 27, 44], които сме 
доразвили и усъвършенствали, предлагаме центромасов метод и 
устройство [39], които са с висока степен на неинвазивност. 

Основната величина, която се измерва по центромасовия метод за 
определяне на седиментационната стабилност на една течна дисперсия, е 
преместването 0 t tC C x=  на центъра на масите на изследваната проба от 
течната дисперсия с течение на времето t . 

Седиментационната стабилност tS  е пропорционална на 1/ tv  и се 
намира по формулата 

(9.2)  1 f

t

t t

m t
S k k

v m x
= = , 

където tv  е средната скорост на преместването на центъра на масите, k  е 
коефициент на пропорционалност, който зависи от единиците на 
величините в (9.2), fm  е масата на дисперсната фаза, m  – масата на течната 

дисперсия. 

 

Центромасово устройство за определяне на седиментационна 

стабилност 

На Фиг. 9.2 е дадено обемно изображение на направеното от нас 
центромасово (барицентрично) устройство. 
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Фиг. 9.2. Обемно изображение на центромасовото устройство. 

  
Таблица 9.1. Експериментални резултати на изследвана емулсия (олио, 

обезмаслено сухо мляко и вода) и определяне на относителната неточност 
на седиментационната й стабилност, при 6.2r mm= . 
 

 
№ 
K  

 

f
m  

 
m  

 
M  

 
t  

 
h  

 

tAA  
 

ttgα  
rad 

 
tx  

mm 

 
tS  

s/mm 

t

t

S

S

∆
 

%   g g g s mm mm 

1 2.60 23.34 60.48 120 52 4.0 0.077 1.24 10.6 26.16 
2 2.58 23.15 60.29 120 51 10.0 0.196 3.16 4.2 3.37 

 Изводи от данните от Таблица 9.1: Съгласно данните в Таблица 9.1, 
с увеличаване на големината на интензитета на гравитационното поле от 

29.8 /g m s=  до 2
1 649 /g m s= , времето намалява от 26.4 s  на 11s  за 1mm  

получено отместване на центъра на масите. Освен това се вижда, че за 
120t s=  в гравитационно поле процесът на седиментиране на частите в 

изследваната течна дисперсия не е приключил. 

Седиментационната стабилност tS  показва в продължение на времето 
[ ]s  отместването [ ]mm  на центъра на масите в изследваната течна 
дисперсия. 
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Заключение и изводи 

 
Главният извод, който можем да направим е, че целите на настоящия 

дисертационен труд и поставените задачи са постигнати. Връзката между 
основните получени резултати, поставените цели и задачи, приносите и 
публикациите на дисертационния труд са дадени в следната таблица. 

 
Таблица. Връзка на основните резултати с целите и публикациите. 

Резултат Цел Задача Глава, параграф Публикации 

(1)  
1 

1 Гл.I, §3 [P1] 
(2) 2 Гл.I, §4 [P1] 

(3), (4) 3 Гл.II, §2 [P2] 
(5)  

2 
4 Гл.III, §5 [P3] 

(6) 5 Гл.III, §7 [P3] 
(7) 6 Гл.III, §8 [P3] 
(8) 7 Гл.III, §9 [P4] 

  
 
Перспективи за бъдеща работа 

Изследванията на максималните неточности на косвено измеряеми 
величини могат да намерят приложение във всяка експериментална наука – 
химията, физиката, биологията, медицината, социологията, икономиката и 
пр., в която изследваните процеси се моделират посредством диференци-
руеми функции. 

Предложените метод и устройство за изследване на седиментационната 
стабилност на течни дисперсии могат да намерят широко приложение в 
практиката при окачествяване на технически характерстики при 
производството на продукти от хранително-вкусовата, фармацевтичната, 
козметичната промишлености. 
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Апробация на резултатите 

Някои от резултатите са част от изследвания по проект: 

1. Научен проект ДТК 02/35 „Разработване на устройство и метод за 
изследване на осмотични процеси при електромагнитни въздействия 
с приложение за деструкция на туморни клетъчни линии“, Фонд 
„Научни изследвания“ при ПУ „Паисий Хилендарски“, 2010/2012 г. 

 
Част от резултатите са докладвани на следните семинари и 

конференции: 

•  Научен семинар по Алгебра и геометрия на Факултета по 
математика и информатика на ПУ „Паисий Хилендарски“, проведен 
на 15.3.2012 г. 

• Четиридесет и първа пролетна конференция на СМБ, 9-12 април 2012 
г.; 

• The 2nd International Virtual Conference on Advanced Scientific Results, 
9-13 June 2014. 
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Резюме на получените резултати 

 
(1) Канонизирани са повърхнините от първа и втора степен в nE . 

Методът на канонизация на повърхнините от втора степен е ефективен, 
защото дава точните параметри на каноничния вид на повърхнини, които 
определят вида на повърхнината в зависимост от първоначалните 
коефициенти на уравнението на повърхнината. Начинът ни на канонизация 
се различава от известните в случая на получаване на цилиндър. 

(2) Извършена е алгебрична класификация на повърхнините на 
максималните неточности, като следствие от формулировката на резултата 
за канонизация на повърхнините от втора степен. 

(3) Дадени са два контрапримера към безразмерната скала, въведена в 
[42,43,45] за сравняване на неточностите на две експериментални 
изследвания. 

(4) За първи път са изведени шест критерия за сравняване стойностите 
при две експериментални изследвания, които допълват и прецизират 
предишни изводи относно приложението на безразмерна скала за 
оценяване неточността при измерване. 

(5) Въведен е аналитичен метод за изследване компонентите на течни 
дисперсии. 

(6) За първи път са дефинирани индекс и скала за оценяването на 
седиментационна стабилност на течни дисперсни системи. 

(7) Изведени са формули за определяне на процента на чистото 
вещество е пределните седимент и/или изплавък. 

(8) Предложени са центромасов метод и устройство за определяне на 
седиментационната стабилност на течни дисперсии, които намериха 
приложение в учебния процес, като част от практическо ръководство на 
студентите от Университета по хранителни технологии, гр. Пловдив. 
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