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Дисертационният труд е обсъден и насочен за защита на разширено за-

седание на катедра “Приложна математика и моделиране” при Факултета по

математика и информатика на ПУ “Паисий Хилендарски”.

Дисертационният труд “Числени методи и алгоритми за изследване

на нелинейни параметрични задачи във физиката” съдържа 145 стра-

ници. Използваната литература включва 148 източника, от които 77 на лати-

ница. Списъкът на авторските публикации се състои от 8 заглавия.

Защитата на дисертационния труд ще се състои на 27.06.2011г. от 11:00ч.

в заседателната зала на новата сграда на ПУ “П. Хилендарски”.

Материалите по защитата са на разположение на интересуващите се в сек-

ретариата на ФМИ, нова сграда на ПУ, каб. 330, всеки ден от 8:30 до 17:00

часа.
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Обща характеристика на дисертационния труд

Актуалност на темата

Математическото моделиране като методология се състои в замяна на даден
обект, явление, процес с математически модел и изследване на модела. Най-
разпространените съвременни методи за изследване на моделите се основават
на използването на компютърни изчислителни алгоритми. Този метод на изу-
чаване има редица достойнства както в теоретичен, така и в експериментален
аспект. Да се изследва индиректно самия обект чрез неговия математически
модел дава възможност бързо и относително евтино да се изучат неговите
свойства и поведение. В същото време изчислителните, компютърните, си-
мулационните или най-общо казано имитационните експерименти с моделите
на обектите дават възможност чрез съвременните числени методи и мощните
технически средства на информатиката да се изучат достатъчно задълбочено
обекти и явления, което е недостъпно при чисто теоретичните подходи.

Голяма част от математическите модели на физичните процеси представ-
ляват многопараметрични нелинейни диференциални задачи. Те могат да се
представят в общия случай като нелинейни функционални уравнения, зависе-
щи от параметрите на модела. Появяват се нетривиални проблеми, свързани
със спецификата на модела. Трудностите са свързани основно с

1. нелинейността
2. многопараметричността.
Изследването на тези задачи изисква прилагане на подходящи методи, от-

читащи особеностите на конкретната диференциална задача.
Подходящи методи и алгоритми на изчислителната физика за изследване

на модели на редица сложни физични процеси от различни раздели на теоре-
тичната физика са разработени в ОИЯИ, Дубна. В дисертационния труд са
използвани някои от тях, като основните са:

1. Алгоритъм за продължение по параметрите;

2. Метод за намиране на бифуркационни зависимости;

3. Непрекъснат аналог на метода на Нютон.

Посочените методи и алгоритми се прилагат в представеният дисертацио-
нен труд за решаване на нови актуални задачи от физиката на джозефсо-
новите контакти (ДК).
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Цели и задачи на дисертационния труд

Основните цели и задачи на представения дисертационен труд са следните:

1. Числено изследване на статични решения на нелинейни многопарамет-
рични задачи и анализ на устойчивостта на тези решения в зависимост
от параметрите.

2. Прилагане на описаните по-горе числени методи и алгоритми за изслед-
ване на статични процеси в джозефсонови контакти.

3. Разработване на комплекс проблемно-ориентирани програми за числено
изследване на два конкретни модела:

3.1. Модел на дълги джозефсонови контакти, описвани чрез двойно sine-
Gordon уравнение с отчитане на втората хармоника в джозефсоно-
вия ток;

3.2. Модел на двуслойни симетрични джозефсонови контакти, описва-
ни чрез система от sine-Gordon уравнения при отчитане само на
първата хармоника в джозефсоновия ток.

4. Използване на създадените изчислителни схеми и комплекси от програ-
ми за числен анализ на влиянието на параметрите на разгледаните мо-
дели върху

• решенията на математическата задача;

• устойчивостта на тези решения;

• някои физични величини.

Структура и обем на дисертационния труд

Дисертационният труд се състои от увод, три глави, авторска справка за при-
носите, апробация на резултатите, публикации по темата на дисертацията –
8 заглавия, библиография от 148 източника, от които 71 на кирилица и 77 на
латиница. Обемът на основната част е 135 страници, а на използваната ли-
тература е 10 страници, съдържа 36 фигури – 1 в първа глава, 20 във втора
глава и 15 в трета глава и 5 таблици.

В представения дисертационен труд са построени нови изчислителни схе-
ми, използвайки съвкупност от модерни методи, разработени и утвърдени
през последното десетилетие. Те са описани в глава 1. На основата на разви-
тите схеми са създадени проблемно-ориентирани комплекси от програми. С
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тях успешно е извършено числено изследване на два конкретни модела на ДК,
които имат важно значение в развитието на съвременните нанотехнологии.

В глава 2 се разглеждат ДК с втора хармоника в джозефсоновия
ток. За много приложения важна е втората хармоника в джозефсоновия ток,
например, в контакти от тип SNINS и SFIFS, където чрез N е означен слой
нормален метал, а чрез F – слой метален феромагнетик ([22]). Подобни струк-
тури, с внасяне на допълнителни слоеве, напоследък предизвикват засилен
интерес у учените, занимаващи се с ДК – както теоретици, така и експери-
ментатори.

Отчитането на втората хармоника влияе на разпределенията на магнитния
поток в ДК. Обаче детайлни изследвания на основните разпределения в ДК с
отчитане на втората хармоника и тяхната устойчивост при изменение на па-
раметрите на ДК отсъстват до момента. В дисертационния труд се изследва
ефектът на втората хармоника върху съществуването и устойчивостта на раз-
пределенията на магнитния поток. В рамките на този модел са получени нови
значими резултати, които би било интересно да се проверят експериментално.

В глава 3 се изследват двуслойни симетрични ДК. Многослойните
ДК са обект на съвременните изследвания, поради увеличаване на изходната
мощност на джозефсоновите генератори. Един от най-интересните резултати,
експериментално получени за последните години е, т. нар. ефект на “синхрони-
зация на критичните токове” (current locking) ([14],[19]). Същността на ефекта
се заключава в съвпадане на някои участъци от частичните критични криви
от вида “ток-магнитно поле” за двуслойни ДК. При това на експерименталните
криви се наблюдават скокове на критичния ток, съответстващи на фиксирани
стойности на външното магнитно поле. В дисертационния труд е инициирано
приложението на теорията на частичната устойчивост при числено изследване
на критични режими в ДК. Използвайки този подход е показано, че от мате-
матическа гледна точка ефектът “current locking” може да бъде обусловен от
точки на прекъсване на частичните критични криви, положението на които
зависи от избора на модел и стойности на параметрите.

Разработените изчислителни схеми и програми могат да бъдат лесно адап-
тирани за решаването на други задачи, възникващи в актуалните модели на
нелинейни многопараметрични физични задачи.
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Кратко съдържание на дисертационния труд

Глава 1. Математическа постановка, числени методи и ал-
горитми за изследване на модели, описващи физични про-
цеси

1.1. Математическа постановка на задачата

Голяма част от математическите модели описващи адекватно сложни физич-
ни процеси се основават на използването на система от нелинейни интегро–
диференциални уравнения от вида

Γ
∂αu(x, t)

∂tα
= {−Θ[(∇xI + A(ρ⃗;x, t))2 + V (ρ⃗;x,u(x, t))]+

+ Π

∫
Ω

G(ρ⃗;x,x′,u(x′, t))dx′}u(x, t), (1)

където t е времето на еволюционния процес, x ∈ Ω, Ω е област на координат-
ното пространство, ρ⃗ е вектор от параметрите на модела, A е външното поле,
V и G са локалния и нелокалния потенциал на взаимодействие, Γ,Θ,Π са
оператори, които се задават в конкретния разглеждан модел. За всеки модел
системата (1) се допълва с начални и гранични условия. Възможно е да се
добавят и условия за нормировка на търсените решения.

Общи характеристики на уравненията (1) са многопараметричността на
модела, многомерност на координатното пространство, наличие на особени
точки в него, спектър на решенията. Този клас нелинейни задачи описва ево-
люцията на сложни системи, която може да има бифуркационни и критични
режими.

Особено място заемат стационарните задачи (Γ = 0).
Задачата за устойчивост на решенията на системата (1) може да се реши

по различни начина. Ще разгледаме един от тях, който се използва в дисер-
тацията — изследва се устойчивостта на стационарните решения на системата
(1) при Γ = 0. За намерените стационарни решения се поставя задача за тях-
ната еволюция в малък интервал от време при малко смущение от специален
вид. Като резултат се формира спектрална задача, която заедно със стацио-
нарната гранична задача (1) образуват нова система. От свойствата на част от
спектъра на системата се прави извод за характера на локалната устойчивост
на моделирания процес.

Стационарната задача може да се запише в следния общ вид:

φ(a, λ⃗, y) = 0, (2)
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където y е елемент от някоя област на банаховото пространство (B–
пространство) Y ; a ∈ Rl и λ⃗ ∈ Rm са вектори от евклидови пространства
от съответните размерности. Нелинейната функция φ при зададен вектор a

привежда елементите z = {λ⃗, y} от областта на пространството Rm × Y в
пространството Rm ×U , където U е B–пространство, такова че U ⊇ Y . Пред-
полага се, че за всеки зададен вектор a уравнението (2) има изброимо (или
крайно) множество от решения {y∗n}, n = 0, 1, 2, .... При това на всяко решение
y∗n може да съответства вектор от собствени стойности (СС) λ⃗∗n. Решението
z∗n = {λ⃗∗n, y∗n} на уравнението (2) представлява функция на вектора от пара-
метрите a.

1.2. Обща характеристика на задачите за устойчивост

В една от обширните книги на В.И. Воротников и В.В. Румянцев ([3]) е на-
правен обзор на задачите за устойчивост, както глобална, така и частична. В
дисертационния труд е представен съкратен вариант на основните части от
този обзор, като се отделя специално внимание на устойчивостта по част от
променливите.

Теорията за устойчивост по част от променливите (частична устойчивост)
се използва при моделирането на двуслойни ДК (III-a глава от дисертацион-
ния труд), където тази теория е приложена за конкретната задача.

1.3. Метод за изследване на модели, описващи стационарни процеси

Линеаризация на нелинейната задача. В [2] е дадена постановка на за-
дачата за изчисляване на бифуркационните криви за равновесни решения за
широк клас от нелинейни уравнения с оператор, зависещ от някакво мно-
жество от параметри. Нека T е интервал от реалната полуправа [0,∞). Да
разгледаме частния случай на уравнението (1)

u̇+G(u, p) = 0 , (3)

където u : T → B, B е реално или комплексно банахово пространство с раз-
мерност M ≥ 1, G е нелинеен оператор, дефиниран в множество D ⊂ B и
зависи от K-вектора p ∈ P ⊂ RK от физичните параметри на модела.

Да предположим, че в някоя област P ∈ RK на изменение на параметрите
на уравнението (3) съществува равновесно решение us(p), което зависи гладко
от параметрите и такова, че

G(us, p) = 0 . (4)

По-нататък зависимостта на G от векторния параметър p ще отбелязваме
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само при необходимост.
За решаване на нелинейната задача (4) се използва непрекъснатият ана-

лог на метода на Нютон (НАМН), при което изходната задача се заменя с
решаване на задачата

∂G

∂us
u̇s +G(us) = 0 , (5)

където ∂G
∂us

e производна на Фреше.
Полагаме w = u̇s. Като заместим производните в уравнението (5) получа-

ваме линейна задача за ОДУ, за която използваме подходящ метод на реша-
ване. След получаване на нарастването w, новото приближение към точното
решение се намира по формулата

uk+1
s = uks + τkw , k = 0, 1, 2, . . . ,

където параметърът τk определя движението по нарастването w. В тази ди-
сертация за намиране на оптималната стойност на τk се изполозва метода на
Ермаков–Калиткин ([6]).

Изследване на устойчивост на решението. За изучаване на устойчиво-
стта на решението us(x) на уравнението (4) се съпоставя линейната задача за
собствени стойности (СС)

A(p)ψ = κψ , (6)

Тук линейният оператор A ≡ G ′
u е производна на Фреше на нелинейния опе-

ратор G(u) в точката us ∈ D и подходящо условие за нормировка

N [ψ] = 0 . (7)

Предполагаме, че в някоя област P от пространството на параметрите
спектърът на оператора A(p) е дискретен. Нека λ(p) = minReκi(p). Тогава
условието за устойчивост на равновесното решение us(p) има вида λ(p) > 0.
При λ(p) < 0 равновесното решение е неустойчиво.

Уравнението
λ(p) = 0 (8)

определя в пространството от параметрите бифуркационната повърхност за
решението us.

1.4. Метод за изследване на критични режими в нелинейни системи

За да се изчислят бифуркационните точки системата, която се състои от урав-
ненията за равновесните състояния (4), уравненията на линейната задача за
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собствени стойности (6) и условията за нормировка (7), се разглеждат като
единно нелинейно функционално уравнение относно функциите u(p), ψ(p) и
един от параметрите на K-мерния вектор p, който означаваме чрез ξ. Можем
да изберем без ограничение на общността ξ ≡ p1. Останалите K − 1 на брой
параметри се предполага, че са известни. Собствената стойност на линейна-
та задача (6) също се приема за фиксирана (например, равна на нула). По
този начин, посочената система преминава в обратна задача за СС относно
параметъра ξ.

За решаване на нелинейната задача за СС се прилага НАМН. На всяка
стъпка от итерационния процес се решават две двойки линейни уравнения
относно нарастванията (U1, U2) и относно собствените функции (Ψ1,Ψ2)

A (ξ)U1 = −G(u, ξ) ,

A (ξ)U2 = −G ′
ξ(u, ξ) ;

(9)

[A(ξ)− λ I] Ψ1 = −A ′
u(ξ)ψ U1 − [A(ξ)− λ I]ψ ,

[A(ξ)− λ I] Ψ2 = −A ′
u(ξ)ψ U2 − A ′

ξ(ξ) .
(10)

Поправката P за СС се намира от уравнението

P = − (N ′[ψ] Ψ2)
−1

(N [ψ] +N ′[ψ] Ψ1) , (11)

което следва от условието за нормировка (7). Ако (uk, ψk, ξk) е приближеното
решение на задачата на k-тата итерация (k = 0, 1, 2, . . .), то следващото при-
ближение (uk+1, ψk+1, ξk+1) към точното решение се изчислява по формулите

uk+1 = uk + τk
(
Uk
1 + P kUk

2

)
, (12a)

ψk+1 = ψk + τk
(
Ψk

1 + P kΨk
2

)
, ξk+1 = ξk + τk P

k . (12b)

1.5. Алгоритъм за продължение по параметрите

Първоначално методите за продължение по параметър са се развивали като
начин за получаване на начални приближения с цел да се разшири областта
на сходимост на итерационните методи, използвани за решаване на нелинейни
задачи (2) при фиксиран набор на параметрите (виж [10] и цитираната там
литература). Съвременните разработки в тази област в значителна степен са
насочени към решаване на проблеми, свързани с анализа на бифуркациите и
критичните режими в нелинейни задачи (виж, например, [11, 21, 23]).

Всяка схема на числено продължение съдържа в един или друг вид три
задължителни компонента:
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1. избор на начално приближение,

2. метод за решаване на задачата за конкретната стойност на параметъра
(най-разпространените методи са нютоновите итерационни схеми),

3. алгоритъм за движение по параметъра.

За да се осигури по-висока устойчивост и бърза сходимост на нютоновите
итерации, началното приближение се строи по резултатите, получени за 2–
3 предишни стойности на параметъра. Често, за начално приближение, се
използва схема от ойлеров тип:

φ(0)(αi+1) = φ(αi) + (αi+1 − αi)
φ(αi)− φ(αi−1)

αi − αi−1

. (13)

Тук αi е елемент от вектора на параметрите на i-тата стъпка от продължени-
ето.

Алгоритъмът на продължение, който е представен в дадения раздел, позво-
лява да се реши проблема, свързан с неединствеността на решението. Идеята
на предлагания метод се състои в следното.

При продължение по параметъра α на решението z на стационарната гра-
нична задача

φ(z, α) = 0 (14)

(тук φ – нелинеен оператор; α – елемент на вектора от параметри, по който
се прави продължението; останалите елементи на вектора от параметрите са
фиксирани). Обикновено се изчислява норма или някоя друга скаларна ха-
рактеристика на решението S(z) (така наречената “бифуркационна мярка”) и
се строи нейната зависимост от параметъра S(α). Като правило, в качество
на такава скаларна характеристика се използват величини, имащи физичен
смисъл в разглежданите модели.

В предложената в работата [7] схема на продължение се използва фактът,
че производната dα/dS(z) в точката на обръщане е равна на нула. Като се
апроксимира числено стойността на тази производна и проверявайки на всяка
стъпка по параметъра дали е изпълнено съотношението

|∆αi|
∆Si

< ϵ, (15)

където ϵ > 0 е отнапред зададено малко число, ∆αi = αi−αi−1 – стъпка по па-
раметъра, а ∆Si = |S(z(αi))− S(z(αi−1))|, може с необходимата точност да се
установи положението на точката на обръщане, в която движението по бифур-
кационната крива трябва да смени посоката. Това означава, че при изпълнение
на условието (15) трябва да се смени знака на стъпката на продължението по
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параметъра. При това, построяването на началното приближение по форму-
лата (13) с използване на резултатите, получени за две предишни стойности
на параметъра, изключват връщане на клона с вече известните решения.

Стъпката по параметъра се изчислява по формулата

∆αi+1 = ∆αi ·
∆Si−1

∆Si

, (16)

която осигурява нейното намаляне близко до точката на обръщане (където
решението се изменя бързо) и увеличаване на “полегатия” участък от бифур-
кационната крива. При това, началната стъпка (i = 0) по параметъра трябва
да бъде достатъчно малка, за да осигури устойчива и бърза сходимост (за
3–5 итерации) на нютоновите итерационни схеми. Да отбележим тук, че, при
движение по “полегатите” участъци от бифуркационната крива, ефективни
са “класическите” нютонови итерации, а на участъците близко до точките на
обръщане е необходим преход към итерации на основата на НАМН, което се
осигурява от съответния избор на итерационния параметър τ .

По този начин, представеният подход осигурява възможността да се излезе
на нови клонове на решения в точките на обръщане. Заедно с това се запазва
структурата на матрицата, която апроксимира оператора на производната на
Фреше, без да усложнява нютоновата итерационна схема, за разлика от други
известни в литературата подходи ([11, 23]).

От друга страна, предложеният алгоритъм за избор на стъпката по па-
раметъра позволява да се регулира нейната стойност, осигурявайки по този
начин бърза сходимост на нютоновите итерации и висока скорост на движение
по параметъра.
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Глава 2. Числено изследване на дълги джозефсонови кон-
такти, описвани с 2SG- уравнение

2.1. Електродинамика в дълги джозефсонови контакти

В този раздел са представени известните в литературата уравнения управля-
ващи сложната и много интересна електродинамика на дългите джозефсонови
контакти. Отначало се извеждат динамичните уравнения на разпростране-
ние на електромагнитните вълни за единичен контакт. Извежда се теоретико-
математическия модел, който ги описва.

2.2. Постановка на задачата за модел с двойно sine-Gordon уравнение

A

V

Κ

E

R x
y

zLJJ

A

V

Κ

E

R x
y

zLJJ

Фиг. 1: Схема на дълъг ДК.

На Фиг. 1 е показана схемата на дълъг ДК. В най-простия си вид ДК пред-
ставлява сандвич, съставен от два слоя свръхпроводящ метал, които са раз-
делени от тънък диелектричен слой (тунелна бариера). Контактът се намира
в еднородно магнитно поле he, насочено по оста y. Към системата е приложен
източник на ток ε. В джозефсонов (статичен) режим ([18]) измерваното от
приборите напрежение между свръхпроводниците е V = 0, а в динамичен и, в
частност, в резистивен режим напрежението е V ̸= 0. В разглеждания от нас
случай на дълъг ДК размерите на контакта по осите y и z са пренебрежимо
малки и магнитният поток φ в контакта зависи само от x.

Пълният ток през ДК съдържа компонента, която се нарича “свръхток”
(ток на Джозефсон) IS ([9]). Зависимостта на величината IS от разликата
на фазите на вълновите функции в свръхпроводящите електроди в повечето
случаи може да се смята за нечетна строго 2π-периодична функция ([8]) и,
следователно, тя може да бъде представена във вид на ред по синуси

IS = Ic sinφ+
∞∑

m=2

Im sinmφ . (17)
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Основната амплитуда Ic, както и висшите амплитуди Im, зависят от геомет-
рията, материалите и технологиите на изготвяне на контакта ([12, 16]).

Точната теория ([8]) показва, че в повечето случаи всички членове в (17),
освен първия, могат да се пренебрегнат, откъдето се получава “традиционни-
ят” модел IS = Ic sinφ. Обаче, съществуват реални физични ситуации за ДК,
при моделирането на които е необходимо да се отчита не само първия, но и
висшите членове в разлагането (17) (виж, например работите [12, 16, 17, 20]).
В частност, ограничавайки се с първите две събираеми в (17), не е трудно да
се покаже ([17]), че в статичен режим на работа на контакта ([9]) безразмерно-
то разпределение на магнитния поток φ(x) по оста x удовлетворява двойното
sine-Gordon уравнение (по-нататък ще използваме означението 2SG)

− φ ′′ + a1 sinφ+ a2 sin 2φ− γ = 0, x ∈ (−l; l) . (18)

Всички величини тук и по-долу са безразмерни (за начините на привеждане
в безразмерен вид виж, например, [4, 9] и монографията [18]). С щрих озна-
чаваме диференциране по координатата x, l е полудължината на контакта,
величината γ — външният ток, а амплитудите a1 и a2 съответстват на първи-
те два коефициента в общото Фурие-разлагане (17).

В случая на overlap-контакт с крайна дължина за уравненията (18) се
поставя гранична задача с условия на краищата

φ ′(±l) = he , (19)

където he е външното магнитно поле, по направление на оста y.
В задачата (18), (19) влизат пет параметъра p = (l, he, γ, a1, a2). Следова-

телно, всяко решение зависи, освен от координатата x, и от вектора на пара-
метрите p: φ = φ(x, p) (по-нататък зависимостта от p ще изписваме само при
необходимост). Оттук следва, че всички величини, които се определят чрез
решенията на задачата (18), (19), също ще бъдат функции на p.

Физичният експеримент показва, че с нарастването по модул на външния
ток γ съществува някоя критична стойност γcr, при която контактът преми-
нава в динамичен режим на работа ([9]). От математическа гледна точка този
преход може да се разглежда ([4]) като загуба на устойчивостта (бифуркация)
на някое от статичните решения φ(x) на задачата (18), (19) при вариране на
γ. При това минималната собствена стойност (МСС) λ0 на съответната задача
на Щурм-Лиувил (ЗЩЛ)

−ψ ′′ + q(x)ψ = λψ, x ∈ (−l; l) , (20a)

ψ ′(±l) = 0 , (20b)
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с потенциал q(x, p) = a1 cosφ+ 2a2 cos 2φ се анулира.

2.3. Числено решаване

Авторът на дисертационния труд е съставил комплекс от проблемно-
ориентирани програми, които реализират представените схеми. За решава-
нето на задача (18)–(19) се прилага итерационен алгоритъм, основаващ се
на НАМН. Получената линеаризирана задача се решава с използването на
два различни подхода. Първоначално, в процеса на работа, дискретизацията
се провежда с помощта на сплайн-колокационна схема, която дава точност
O(h2). В последствие точността на схемата е повишена на O(h4) с прилагане
на метода на Нумеров. Получените алгебрични системи решават с използване
на прогонка за тридиагонални системи. Точността на схемите се проверява по
правилото на Рунге.

За апроксимация на ЗЩЛ (24) се използват триточкови диференчни фор-
мули от втори ред ([1]). Като резултат, на задачата (24) се съпоставя линейна
алгебрична задача за СС. За пресмятане на първите няколко СС на получе-
ната матрица се използва стандартна подпрограма ([24]).
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Фиг. 2: Зависимост на МСС от външ-
ния ток γ за КР при фиксирани стой-
ности a1 = 1, he = 0 и 2l = 10 и при
положителни стойности на параметъ-
ра a2.

Фиг. 3: Зависимост на МСС от външ-
ния ток γ за КР при фиксирани
стойности a1 = 1, he = 0 и 2l = 10
и при отрицателни стойности на па-
раметъра a2.

2.4. Числени резултати

С използване на съставения комплекс от програми е проведен обширен числен
експеримент, чрез който се изследва влиянието на параметрите върху разпре-
делението на магнитния поток в ДК и неговата устойчивост.

Отчитането на втората хармоника a2 sin 2φ в модела (18) довежда до това,
че за γ = 0 и he = 0, освен известните в традиционния случай (a1 = 1, a2 = 0)

15



тривиални решения M0 и Mπ съществуват още два класа от решения

φ = ± arccos(−a1/2a2) + 2kπ (означени с M±ac).

Те съществуват само при някои стойности на параметрите a1 и a2: |a1/a2| ≤ 2

и a2 ̸= 0.

Изменение на тривиалните решения и тяхната устойчивост. На Фиг.
2 се демонстрират кривите на зависимостите на МСС от външния ток γ за
КР при различни положителни стойности на параметъра a2 и при фиксирана
стойност he = 0. Показано е раждането на устойчивите състояния Mπ от
неустойчиви при a2 > 0.5.

На Фиг. 3 е показвано изменението на устойчивостта при отрицателни стой-
ности на a2. Демонстрира се, че майснеровото разпределениеM0 губи устойчи-
востта си при a2 < −0.5 и на негово място се появяват двете нови константни
решения M±ac, които са устойчиви при тези стойности на параметрите.
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Фиг. 4: Разпределение на вътрешното
магнитно поле за флаксона Φ1 при по-
ложителни стойности на параметъра
a2 при γ = 0, he = 0 и 2l = 10.

Фиг. 5: Както на Фиг. 4 за отрица-
телни a2. Пунктираната линия по-
казва “малкото” решение.

Изменение на eдно-флаксонните решения Φ1 и тяхната устойчи-
вост. На Фиг. 4 се демонстрира деформацията на производната на реше-
нието (вътрешното магнитно поле) от вида Φ1 под влияние на параметъра
a2. При a2 = 0.5 кривата φ ′(x) има плато в околност на центъра x = 0.
По-нататъшното увеличаване на параметъра a2 води до формиране на два
максимума на функцията φ ′(x). По този начин, отчитането на коефициента
a2 води до качествено изменение на вида на флаксона.

При намаляване на параметъра a2 при he = 0 (Фиг. 5) наблюдаваме за-
раждане на нов вихър когато a2 < −0.5 при нулево магнитно поле, което се
съгласува с аналитичните резултати (виж [13] и цитираната там литература).
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Фиг. 6: Бифуркационна диаграма за едно-флаксонното решение върху равни-
ната на параметрите a2 и he. Тук a1 = 1, 2l = 10, γ = 0.

На Фиг. 6 се демонстрира полученото влияние на втората хармоника върху
областта на устойчивост за еднофлаксонното решение на тази фигура. При
a2 > −0.5 няма качествени изменения. При a2 < −0.5 наблюдаваме област,
в която не съществува традиционното устойчиво еднофлаксонно решение и
област, в която едновременно съществуват две устойчиви такива решения.
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Фиг. 7: Зависимостта λ0(he) за Φn при 2l = 10, γ = 0, he = 2 и a1 = 1 при
различни стойности на параметъра a2. Лявата фигура показва λ0(he) за Φ2

при отрицателни a2, а дясната — λ0(he) за Φ3 при положителни a2.

Изменение на флаксонните решения Φn, n > 1 и тяхната устойчивост.
При увеличаване на външното магнитно поле he могат да съществуват по-
сложни устойчиви флаксонни състояния. Основен резултат в този параграф
е че за всички n-флаксонни разпределения (n ≥ 3) се появяват нови устой-
чиви решения, които съществуват заедно с традиционните решения (Фиг. 7).
Получените от нас резултати могат да бъдат изследвани експериментално.
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Глава 3. Числено изследване на двуслойни симетрични
джозефсонови контакти, описвани със система от SG-
уравнения

3.1. Постановка на задачата

∆1

∆m

∆2

V1

V2

I
x

z

y

−l l

V

Фиг. 8: Схема на двуслоен ДК.

В рамките на модела на дългите ДК, отчитайки само електромагнитното
взаимодействие между съседните слоеве статични разпределения на магнит-
ния поток φ(x) = (φ1(x), φ2(x))

T в ДК удовлетворяват граничната задача

−Aφxx + Jz(φ) + Γ = 0 , (21a)

φx(±l) = H , (21b)

където 2-векторът H = he(1, 1)
T , а константата he представлява външното

магнитно поле, което е по посока на оста y (виж Фиг. 8). Да отбележим, че
решенията на (21) зависят гладко както от физичната координата x, така и от
параметрите l, s, he и γ, т.е., φ = φ(x, p), където чрез p ≡ {l, s, he, γ}, p ∈ P ⊂
R4 е означен 4-вектора на параметрите на модела. По-нататък зависимостта
от p ще изписваме само при необходимост.

3.2. Устойчивост на разпределенията на магнитния поток

Частична устойчивост на разпределенията в слоевете на ДК. Нека
φ2(x) е някое фиксирано разпределение на магнитния поток във втория слой,
удовлетворяващо заедно с разпределението φ1(x) задачата (21). Да разгледаме
еднопараметричното отклонение φ1(x)+ϵu1(x) на състоянието φ1(x) в първия
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слой на контакта. Тогава достигаме до частичната ЗЩЛ

−a11u1,xx + q1(x)u1 = µ1 u1 , (22a)

u1,x(±l) = 0 , (22b)
l∫

−l

u21(x) dx− 1 = 0 , (22c)

потенциалът на която q1(x) ≡ Q11(x) = cosφ1(x) се определя чрез решението
φ1(x). За крайния интервал [−l, l] задачата (22) има ограничен отдолу дискре-
тен спектър ([5]). При това, на всяка СС µ1n отговаря единствена СФ u1n(x),
за която е изпълнено условието за нормировка (22c). Броят на корените на
u1n(x) в интервала (−l, l) е равно на n. В частност, СФ u10(x), съответстваща
на минималната СС µ10, няма корени при x ∈ (−l, l).

Бифуркационната зависимост “ток-магнитно поле” за разпределението
φ1(x) представлява геометрично място от точки върху равнината Phγ, такива,
че

µ10 (he, γ) = 0 . (23)

Глобална устойчивост на разпределенията в ДК. Преминаваме към
регулярната матрична задача на Щурм-Лиувил (ЗЩЛ)

−Aψxx +Q(x)ψ = λψ , (24a)

ψx(± l) = 0 , (24b)
l∫

−l

⟨ψ, ψ⟩ dx− 1 = 0 , (24c)

с потенциал Q(x). Спектърът на задачата (24) е дискретен и е ограничен
отдолу

λmin ≡ λ0 < λ1 < λ2 < . . . λn < . . .

При това, на всяка собствена стойност (СС) λn, n = 0, 1, . . . съответства един-
ствена собствена функция (СФ) ψn(x) ≡ (ψ1n(x), ψ2n(x))

T , удовлетворяваща
условието за нормировка (24c).

Уравнението
λ0 (he, γ) = 0 (25)

определя в неявен вид бифуркационната крива за разпределението φ(x) върху
параметричната равнина Phγ ≡ {he, γ} ∈ R2.
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3.3. Алгоритми за числено решаване

За числено решаване на построените задачи се използва алгоритъма за на-
миране на бифиркационните зависимости, описан в Глава 1, построен на ос-
новата на непрекъснатия аналог на метода на Нютон. За дискретизация на
съответните линеаризирани задачи са използвани две различни схеми, чиято
реализация е дело на съавторите на докторанта.

3.4. Резултати от численото моделиране
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Фиг. 9: КК на ДК при различни стой-
ности на параметъра s за 2l = 7.

Фиг. 10: Частични КК за първия слой
на ДК при s = −0.3 за 2l = 10 и 2l =
7.

На Фиг. 9 се демонстрира влиянието на параметъра на взаимодействието
s върху частичната КК. Виждаме, че при намаляване на стойността |s| КК
се изместват надясно, а амплитудата на скоковете на критичния ток бързо
намалява. По този начин, КК при намаляване на |s| се стреми към положение,
съответстващо на независими слоеве (s = 0).

На Фиг. 10 се сравняват получените в числения експеримент КК при кое-
фициенти на взаимодействие между слоевете s = −0.3 и две дължини 2l = 10

и 2l = 7 на контакта. Да отбележим, че при увеличаване на дължината на
контакта (2l = 10) броят на скоковете расте, а тяхната структура става все по-
сложна. Обаче, експерименталните наблюдения на някои от скоковете могат
да бъдат затруднителни, имайки предвид тяхната незначителна амплитуда.

Показано е, че от математическа гледна точка ефектите, получени в екс-
перимента ([14], [15]), могат да бъдат обусловени от точки на прекъсване на
частичните критични криви, положението на които зависи от избора на модел
и стойности на параметрите.
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Авторска справка за приносите в дисертационния
труд

Поставените в увода цели са постигнати. Ще акцентираме върху основните
резултати, получени в дисертационния труд:

I. Разработени са ефективни изчислителни схеми за числено из-
следване на статични решения на нелинейни многопараметрични
задачи и анализ на устойчивостта на тези решения в зависимост от
параметрите, които имат следните по-важни характеристики:

1. Реализират концепцията за обединяване на алгоритъма за продълже-
ние по параметрите с итерации на основата на непрекъснатия аналог на
метода на Нютон.

2. За дискретизация на получаваните на всяка итерация линеаризирани
задачи се използват методи, за които теоретично и числено е показано,
че имат грешка от ред O(h4).

3. Използва се ефективна числена схема за моделиране на бифуркацион-
ните зависимости на равновесните решения за широк клас от уравнения
във физичните модели.

4. Инициирано е приложението на теорията на частичната устойчивост при
численото изследване на критични режими.

II. Приложени са разработените числени методи и алгоритми за
изследване на статични процеси в джозефсонови контакти.

III. Създадени са проблемно-ориентирани комплекси от програ-
ми на основата на разработените схеми. С тях успешно е извършено
числено изследване на два конкретни модела на джозефсонови кон-
такти:

1. Контакти, в които се отчита втората хармоника в джозефсоновия ток.

2. Двуслойни симетрични контакти.

Разработените програмни комплекси могат със сравнително малки из-
менения да се използват за решаването на други задачи, възникващи в
съвременните модели на сложни физични системи.

IV. Числен анализ. При провеждането на числения експеримент със съз-
дадените програмни комплекси са получени редица нови резултати за двата
изследвани модела:
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1. Модел на дълъг джозефсонов контакт, описван чрез двойно sine-Gordon
уравнение с отчитане на втората хармоника в джозефсоновия ток, къ-
дето се изследва ефектът на втората хармоника върху съществуването
и устойчивостта на разпределенията на магнитния поток:

(а) Открити са нови, тъй нарачени, “малки” флаксони, които съществу-
ват едновременно със стандартните “големи” флаксони;

(б) Доказано е съществуването на нови константни решения, които не
съществуват в традиционния модел при a2 = 0, като е изследвана
и тяхната устойчивост;

(в) Показано е, че влиянието на параметъра a2 води до стабилизациия
на константни решения, които в традиционния случай са винаги
неустойчиви или отсъстват;

(г) Изучена е деформацията на майснеровите и флаксонните решения
при изменение на параметъра a2;

(д) Изследвана е устойчивостта на решенията при изменение на външ-
ното магнитно поле he и външния ток γ при различни стойности на
коэффициента a2.

2. Модел на двуслоен симетричен джозефсонов контакт, описван чрез си-
стема от sine-Gordon уравнения при отчитане само на първата хармоника
в джозефсоновия ток:

(а) Изучена е глобална и частична устойчивост на разпределенията в
зависимост от условията на физичния експеримент;

(б) Построени са бифуркационни криви за редица разпределения на
магнитния поток в джозефсоновия контакт, като критичната крива
се разглежда като обвивка на бифуркационните криви за отделни
разпределения;

(в) Показано е, че от математическа гледна точка ефектът “current
locking” може да бъде обусловен от точки на прекъсване на частич-
ните критични криви, положението на които зависи от избора на
модел и стойности на параметрите;
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Връзките между резултатите, целите и задачите, мястото на описание
в дисертационния труд, направените публикации и изнесените доклади са
следните:

резултати цели и място на публикации доклади
задачи описание

I 1 глава 1
II 2 2.2, А3 ÷ А6, А1, А4 ÷ А8,

III.1 3.1 2.3, 2.4.1 В1 Б3, Б4, Б5
II 2 3.2 А1, А2, А1, А2, А3, А8,

III.2 3.2 3.3 Б1 Б1, Б2
IV.1 4 2.4.1 А3 ÷ А6, А1, А4 ÷ А8,

В1 Б3, Б4, Б5
IV.2 4 3.4 А1, А2, А1, А2, А3, А8,

Б1 Б1, Б2

Във връзка с провеждането на процедура за придобиване на образовател-
ната и научна степен “доктор” в Пловдивския университет “Паисий Хилен-
дарски” и защита на представения от мен дисертационен труд, декларирам:

Резултатите и приносите на проведеното дисертационно изследване, пред-
ставени в дисертационния труд на тема: “Числени методи и алгоритми
за изследване на нелинейни параметрични задачи във физиката“ са
оригинални и не са заимствани от изследвания и публикации, в които нямам
участия.
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Насоки за развитие

Авторът на дисертационния труд е поставил нови цели за постигане по на-
правления във физиката на ДК, в които няма достатъчно изследвания и кои-
то са били разисквани по време на конференции и представляват интерес за
физиците-експериментатори:

1. Изследване на бифуркационните зависимости за ДК, описван с 2SG-
уравнение, които са получени аналитично само за точкови контакти.
Предложените в дисертацията методи дават възможност да се изследва
влиянието на дължината на контакта върху критичните криви.

2. Изследване на контакти, при които джозефсоновия ток се представя
чрез друга зависимост от магнитния поток. Реални такива контакти, за
които няма достатъчно изследвания са, например, ДК с изменяща се
ширина на диелектричния слой, с различни видове нехомогенности и
други.

3. Изследване влиянието на втората хармоника с по-големи абсолютни
стойности от 1.

4. Изследване влиянието на третата хармоника в джозефсоновия ток.

5. Изследване влиянието на висши хармоники от зависимостта ток-
магнитно поле за многослойни структури от ДК.

6. Изследване на намерения малък флаксон, при ДК с втора хармоника в
джозефсоновия ток, под влиянието на външното магнитно поле и дру-
гите параметри на модела.

7. Изследване на динамичните решения и построяване на волт-амперните
характеристики.

8. Прилагане на други схеми за дискретизация, например, основаващи се
на обобщени полиноми, като по този начин ще се взимат предвид кон-
кретните особености на уравненията.

Описаните числени методи и алгоритми могат да намерят приложение за
решаване на редица други нелинейни многопараметрични задачи от физиката.
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