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Дисертационият труд е обсъден и насочен за защита на разширено
заседание на катедра ”Алгебра и геометрия” при Факултета по матема-
тика и информатика на Пловдивски университет ”Паисий Хилендарски”.

Дисертационният труд ”Мултипкликативни групи на комутативни
групови алгебри” съдържа 84 страници. Изпозваната литература включ-
ва 81 източника на латиница. Списъкът на авторските публикации се
състои от 5 заглавия.

Защитата на дисертациония труд ще се състои на 13.12.2012 г. от
13:00 в заседателната зала на новата сграда на Пловдивски университет
”Паисий Хилендарски” пред научно жури в състав:

1. проф. д-р Керопе Чакърян
2. проф. д-р Никола Зяпков
3. доц. д-р Пламен Сидеров
4. проф. дмн Нако Начев
5. проф. дмн Тодор Моллов

Материалите по защитата са на разположение на интересуващите се
в секретариата на ФМИ, нова сграда на ПУ, каб. 330, всеки ден от 8:30
до 17:00 часа.
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Обща характеристика на дисертационния труд

Актуалност на проблема

Груповата алгебра е алгебрична структура, при която от даден пръс-
тен R и дадена група G се образува нов пръстен RG, който е и алгебра
над полето R, наречена накратко групова алгебра или групов пръстен.
Групите, които се разглеждат в дисертацията, са записани мултипли-
кативно. Групова алгебра, според Карпиловски [K1, стр. 9], може да се
дефинира по следния начин.

Нека G е група и R е пръстен. Групова алгебра (групов пръстен) RG
на G над R е свободен R-модул с базис G и с умножение, индуцирано от
умножението в G.

Следователно RG се състои от всички крайни линейни комбинации

x =
∑
g∈G

xg.g, xg ∈ R,

при което операциите събиране и умножение, и умножение на елементи
от RG с елемент от R се дефинират по естествен начин.

Теорията на груповите алгебри, т.е. на груповите пръстени възниква
през 40-те години на XX век. Тази теория се използва в съвременната ма-
тематика и физика в някои теоретични изследвания. Груповите алгебри
навлязоха и в някои приложни изследвания и по-конкретно в теория на
кодовете, изправящи грешките, в теория на обработката на дискретните
сигнали и др. Например използваните в практиката циклични кодове са
идеали на груповата алгебра на циклична група над крайно поле. В тео-
рията на обработката на дискретните сигнали всеки дискретен сигнал е
n-мерен вектор и се разглежда като елемент на групова алгебра на група
от n елемента.

Основни направления в теорията на груповите алгебри, без да имаме
претенции за пълнота, са следните:

1) проблемът за изоморфизма на груповите алгебри, т.е. намиране
на пълна система инварианти на груповата алгебра;

2) структура на мултипликативната група на груповата алгебра;

3) теоретико-групови свойства на груповите алгебри;

4) теоретико-пръстенови свойства на груповите алгебри.

Настоящата дисертация е посветена на направленията 2) и 3), от-
несени за комутативни групови алгебри, а именно на установяване на
структурата на мултипликативната група и на получаване на теоретико-
групови свойства на тези алгебри.
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Цели и задачи на дисертационния труд

Дисертационният труд е посветен на структурата на мултипликатив-
ната група и на теоретико-груповите свойства, отнесени за комутативни
групови алгебри. Основните цели са следните:

1) описание на силовската p-подгрупа S(RG) на нормираната мул-
типликативна група V (RG) на груповата алгебра RG, с точност до изо-
морфизъм, когато G е крайна абелева p-група и R е директно произ-
ведение на комутативни неразложими пръстени с единица, така че p е
обратим елемент в R;

2) описание на максималната делима подгрупа dV (RG) на V (RG),
с точност до изоморфизъм, когато G е p-смесена абелева група и R е
директно произведение на m неразложими пръстени с проста характе-
ристика p (m ∈ N);

3) акоG е директен множител на V (RG), то да се посочат необходими
и достатъчни условия V (RG)/G да е p-група;

4) установяване на някои свойства на мултипликативните групи на
групови алгебри;

5) корекция на някои формулировки и доказателства на резултати
на П. Данчев.

Структура и обем на дисертационния труд
Дисертационният труд се състои от увод, четири параграфа, заклю-

чение, списък от 5 публикации по темата на дисертацията, библиография
от 81 източника на латиница, означения и съдържание. Общият обем на
дисертационния труд е 84 страници.
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Кратко съдържание на дисертационния труд

§1. Силовска p-подгрупа на комутативна групова алгебра на
крайна абелева p-група над неразложим пръстен, в който p е

обратим елемент

Нека G е абелева p-група и K е поле, с характеристика, различна
от p. Берман и Роса [BR, BR1] дават описание на периодичната част
tV (KG) на V (KG), когато G е изброима абелева p-група и K е поле.
Нека R е комутативен пръстен с единица, така че характеристиката на
R не дели редовете на елементите на G. Начев [N1, N2] дава описание
на периодичната част tV (RG) на V (RG), когато G е абелева p-група
и R съдържа pn-тите корени на единицата, n ∈ N. Карпиловски [K,
5.2.5 Теорема, стр.126] определя изоморфния клас на U(QG), когато G
е крайна породена абелева група.

Дефинираме

Gpn = {gpn| g ∈ G}, n ∈ N, G1 =
∞⋂
n=1

Gpn.

Означавме с |M | мощността на множествоM , с
∐
α
G – копроизведението

на α копия на G, където α е кардинално число. Очевидно G1 е подгрупа
на G, която се нарича подгрупа на G от елементи с безкрайна височина
в G. Моллов в [M5] дава пълно описание на групата S(KG), когато G е
произволна абелева p-група и K е поле от втори род спрямо p. Когато
полето K е поле от първи род спрямо p, то в същата работа е дадено
следното разлагане

S(KG) ∼= S1(KG)× S(K(G/G1)),

където
S1(KG) ∼=

∐
|G|

Z(p∞),

когато G1 6= 1, и S1(KG) = 1, когато G1 = 1. Следователно описанието
на S(KG) се свежда до описанието и́, когато G е сепарабелна група. В
последния случай в [M7] са изчислени инвариантите на Улм-Каплански
на S(KG). Моллов [M1-M3, M5-M7] описва периодичната част tV (RG)
на V (RG), когато G е абелева група и R е поле. Освен това Моллов [M4]
дава описание на групата V (RG), когато (i) G е копроизведение на цик-
лични групи и R е крайно разширение на полето на рационалните числа
и (ii) G е абелева p-група и R = R. В [M6] Моллов установява структу-
рата на периодичната подгрупа на V (RG), с точност до изоморфизъм,

6



когато R е поле с характеристика различна от p и G е крайна абелева
p-група.

Чатзидакис и Папас [ChP] описват изоморфния клас на U(RG), ко-
гато периодичната абелева група G е директна сума на изброими групи
и R е поле, характеристиката на което не дели редовете на елементите
на G. Начев и Моллов [NM1, NM2] описват U(RG), с точност до изомор-
физъм, когато G е абелева p-група и поне едно от следните условия (a)
или (b) е изпълнено:

(a) първият Улмовски фактор G/G1 на G е директна сума на цик-
лични групи и R е поле от първи род спрямо p;

(b) R е поле от втори род спрямо p.
АкоR е директно произведение отm неразложими пръстениRi (m ∈

N), Моллов и Начев [MN] установяват структурата на мултипликатив-
ната група U(RG) на RG в следните случаи:

(a) когато Ri е пръстен с проста характеристика pi, tG/Gpi е крайна
и експонентата на tG/Gpi принадлежи на R∗i ;

(b) когато Ri е с характеристика нула, Ri няма нилпотентни елемен-
ти, tG е крайна с експонента n и n ∈ R∗i .

В [M6] Моллов установява структурата на периодичната подгрупа
на V (RG), когато R е поле с характеристика различна от p и G е край-
на абелева p-група. Ще разгледаме по-детайлно случая за описание на
силовската p-подгрупа S(KG), когато G е крайна абелева p-група и K
е поле с характеристика, различна от p. Тогава груповата алгебра KG
на G над K е полупроста, т.е. нейният радикал J(KG) на Джекобсон е
равен на нула. Моллов и Начев [MN3] дават пълно описание, с точност
до изоморфизъм на групата U(RG), когато R е безкрайно директно про-
изведение на комутативни неразложими пръстени с единица, G е крайна
абелева група и експонентата на G е обратим елемент в R (Теорема 3.
4 на [MN3]). (Ще отбележим, че този резултат, а също и резултатът за
U(RG) в споменатата работа [MN] на Моллов и Начев е даден в тер-
мините на мултипликативните групи на разширения на пръстена R, и
следователно са незавършени и подлежат на допълнително изследване).
Както споменахме, структурата на S(KG), когато G е крайна абелева
p-група, е дадена от Моллов [M6], благодарение на следните резултати.
Добре известно е, че KG се разлага в директна сума на разширения
K(εi) на полето K, където εi е примитивен pi-ти корен на единицата,
т.е. корен на циклотомичния полином Φpi(x).

Моллов в [M3], а също и в [M5], въвежда понятието спектър sp(K)
на полето K спрямо простото число p, а именно
(1) sp(K) = {i ∈ N0|K(εi) 6= K(εi+1)} .
Освен това в [M6] той намира броя δi на полетата K(εi) (i ∈ sp(K)), в
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разлагането на KG в директна сума на полета, т.е. получава директното
разлагане

(2) KG ∼=
·∑

i∈sp(K)

δiK(εi),

където δi е определено число от N0. Това дава възможност да се полу-
чи структурата на периодичната част tV (KG) на V (KG), когато G е
крайна абелева p-група, и в частност на S(KG), като се има предвид,
че p-компонентата на мултипликативната група на всяко поле е коцик-
лична p-група за произволно просто число p, т.е. циклична p-група или
квазициклична група Z(p∞) (групата от pn-тите корени на единицата за
променливо n ∈ N).

Стоеше открит въпросът, дали горният процес може да се моделира
за описанието на групата S(RG), когато G е крайна абелева p-група и
R е неразложим комутативен пръстен с единица, в който p е обратим
елемент.

В настоящия параграф установяваме структурата на S(RG) в по-
сочения случай и даже в по-общия случай, когато G е крайна абелева
p-група иR е директно произведение на комутативни неразложими пръс-
тени с единица, в който p е обратим елемент. Описанието на S(RG) се
получава благодарение на серия резултати от работи на Моллов, Моллов
и Начев, и Начев, които ще посочим последователно. Когато G е крайна
абелева група с експонента n и R е комутативен неразложим пръстен
с единица, в който n е обратим елемент, то Моллов и Начев [MN] ус-
тановяват следната формула за разлагане на RG в директна сума на
разширения R[ηd]

(3) RG ∼=
·∑

d/n

a(d)R[ηd],

където ηd е корен на нормиран неразложим делител на циклотомичния
полином Φd(x), а a(d) е броят на повторенията на пръстена R[εd], който
брой зависи от G и R. От директното разлагане (3) получаваме

U(RG) ∼=
∐
d/n

∐
a(d)

R[ηd]
∗,

където R[ηd]
∗ е мултипликативната група на разширението R[ηd]. От

това разлагане на U(RG) може директно да се получи теорема 3.4 на
[MN3], в случая когато G е абелева p-група. Както споменахме, горната
структура на U(RG), т.е. теорема 3.4 на [MN3], а също и структурата
на U(RG), дадена от Моллов и Начев в [MN], са сложни и не е оконча-
телни. Те са предмет на допълнително изследване, тъй като структурата
на мултипликативната група R[ηd]

∗ е комплицирана и не е изследвана.
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Целта на настоящия параграф е да се установи прозрачна структура на
S(RG), когато G е крайна абелева p-група и R е посоченият пръстен.

В статията за изоморфизъм на групови алгебри на крайни абелеви
p-групи Моллов и Начев [MN2] въвеждат понятието спектър sp(R) на R
спрямо p по същия начин, както във формула (1). Това дава възмож-
ност (3) да стане от вида (2). Предварително Начев [N6] установява, че
ако R е неразложим пръстен, то R[εi] е също неразложим пръстен. По-
нататък Начев [N7] доказва, че въведеният спектър sp(R) притежава съ-
щите свойства, както спектърът sp(K) на полето K, и че p-компонентата
на мултиликативната група R[εi] е също коциклична p-група. По този на-
чин може да се получи аналогично моделиране на процеса на описанието
на S(RG), което ще реализираме последователно в доказателството на
резултатите ни.

Преди да формулираме и докажем основните ни твърдения, ще въ-
ведем някои дефиниции и ще посочим някои предварителни резултати.
Нека R∗ е мултипликативната група на пръстена R и p е просто число.
Означаваме p-компонентата (R∗)p на R∗ с Rp, т.е. (R∗)p = Rp. Нека α ∈ L
е алгебричен елемент над пръстена R и α е корен на полином f(x) ∈ R[x]
от степен n. Както в [MN], ще казваме, че f(x) е минимален полином на
α, ако α не е корен на полином над R , чийто степен е по-ниска от n.
Означаваме с R[α] сечението от всички подпръстени на L съдържащи R
и α.

Ще казваме, че абелевата група G има крайна експонента n и за-
писваме exp(G) = n, ако Gn = 1 и n е най-малкото естествено число с
това свойство. В противен случай казваме, че експонентата на G е безк-
райност и записваме exp(G) =∞.

Тъй като разглеждаме мултипликативни групи, то вместо понятието
директна сума на групи ще употребяваме понятието копроизведение или
ограничено директно произведение на групи.

Нека p е просто число, което е обратимо в комутативния неразложим
пръстен R с единица. Да означим с Z(n) цикличната група от ред n.
Нека εn(n ∈ N) е фиксиран корен на нормиран неразложим делител на
циклотомичния полином

Φpn(x) = xp
n−1(p−1) + xp

n−1(p−2) + ...+ xp
n−1

+ 1

над R.
Нека [R[εd] : R] е размерността на свободния R-модул R[εd] над пръс-

тена R.
Ако G е абелева p-група и k ∈ N, то означаваме

G[pk] =
{
g ∈ G| gpk = 1

}
.

Формулираме следната дефиниция.
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Дефиниция. Пръстенът R с характеристика, различна от просто-
то число p, се нарича пръстен от първи род спрямо p, ако съществува
естествено число j (j ≥ 2), така че R[εj] 6= R[εj+1]. В противен случай
R се нарича пръстен от втори род спрямо p.

От тази дефиниция следва веднага, че ако R е пръстен от втори род
спрямо 2, то R[ε2] = R[εj] за всяко естествено число j ≥ 2.

Начев [N7, Следствие 5.2] доказва следния резултат (леко модифи-
циран).

Теорема 1.6. Нека R е комутативен неразложим пръстен с еди-
ница и простото число p е обратимо в R. Ако R е пръстен от първи
род спрямо p, то съществува i ∈ N, така че ако p 6= 2, то

R[ε1] = R[ε2] = ... = R[εi] 6= R[εi+1] 6= ...,

а ако p = 2, то

R[ε2] = R[ε3] = ... = R[εi] 6= R[εi+1] 6= ... .

Ако R е пръстен от втори род спрямо p и p 6= 2, то R[ε1] = R[εj]
за всяко j ∈ N.

Тази теорема и свойството на пръстена R от втори род, формулира-
но непосредствено след горната дефиниция, показват, че свойствата на
пръстените от първи и втори род спрямо p са абсолютно същите, както
свойствата на полетата от първи и втори род (вж [B2] и [K1, Лема 12.34].

Когато R е пръстен от първи род спрямо простото число p, то естест-
веното число i, дефинирано в последната теорема, се нарича константа
на пръстена R спрямо p.

Нека
∐
n
G и

∑·
nR, където n ∈ N, означават съответно копроизведе-

нието на n копия на G и дирекната сума на n копия на R.
Доказваме следните твърдения.
Теорема 1.7. Нека G е крайна абелева p-група, R е комутативен

неразложим пръстен с единица, p ∈ R∗ и R е пръстен от втори род
спрямо p.

1) Ако или p 6= 2, или p = 2 и R = R[ε2], то

S(RG) ∼=
∐

(|G|−1)/[R[ε1]:R]

Z(p∞).

2) Ако p = 2 и R 6= R[ε2], то

S(RG) ∼=
∐
|G[2]|−1

Z(2)×
∐

|G\G[2]|/2

Z(2∞).
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В следващата теорема ще означаваме
∐n

k=i+1 Z(pk) = 1, ако i+ 1 > n.
Теорема 1.8. Нека G е крайна абелева p-група с експонента pn (n ∈

N), R е комутативен неразложим пръстен с единица, p ∈ R∗ и R е
пръстен от първи род с константа i спрямо p.

1) Ако или p 6= 2, или p = 2 и R = R[ε2], то

S(RG) ∼=
∐
δi

Z(pi)×
n∐

k=i+1

∐
δk

Z(pk),

δi = (|G[pi]| − 1)/[R[εi] : R], δk = |G[pk] \G[pk−1]|/[R[εk] : R],
k = i+ 1, ..., n.

2) Ако p = 2 и R 6= R[ε2], то

S(RG) ∼=
∐
δ1

Z(2)×
∐
δi

Z(2i)×
n∐

k=i+1

∐
δk

Z(2k),

δ1 = |G[2]|−1, δi = |G[2i]\G[2]|/[R[εi] : R], δk = |G[2k] \G[2k−1]|/[R[εk] : R],
k = i+ 1, ..., n.

Теорема 1.9. Нека G е крайна абелева p-група и R =
∏

i∈IRi, къде-
то Ri са комутативни неразложими пръстени с единици и p е обратим
елемент в R. Тогава

S(RG) ∼= (
∏
i∈I

S(RiG))p.

По-специално, ако R =
∏n

i=1Ri (n ∈ N), то

S(RG) ∼=
n∏
i=1

S(RiG)

Описанието на всяка група S(RiG) (i = 1, ..., n) е дадено чрез теореми
1.7. и 1.8..

В доказателствата на тези теореми се използват следните резултати,
в които R е комутативен неразложим пръстен с единица:

1) ако G е крайна абелева група с експонента n и n е обратим елемент
в R, то

RG ∼=
·∑

d/n

a(d)R[ηd]

[MN, Забележка 4.5];
2) ако α е алгебричен елемент над R, така че минималният полином

над R е нормиран и неразложим, то R[α] е неразложим пръстен [N6];

11



3) ако простото число p е обратимо в R, то p-компонентата Rp на
мултипликативната група R∗ е коциклична група [N7];

4) ако G е крайна абелева група и Ri ( i ∈ I), са комутативни
пръстени с единици, то

(
∏
i∈I

Ri)G ∼=
∏
i∈I

RiG

[MN6].
Основните резултати на този параграф са публикувани в работата

[KMN2] и са докладвани на две международни конференции [Доклади 1
и 2].

§2. Мултипликативни групи на комутативни модулярни
групови алгебри

В този параграф ще предполагаме, че G е абелева група и R е кому-
тативен пръстен с единица и проста характеристика p. В този случай,
груповата алгебра RG се нарича модулярна. Строежът на мултиплика-
тивната група U(RG) на груповата алгебра RG на абелева група G над
комутативен пръстен R има не само самостоятелно значение, но и тясно
свързан с проблема за изоморфизма. Да означим с V (RG) подгрупата
на U(RG) със свойството

V (RG) =

x =
∑
g∈G

αgg| x ∈ U(RG),
∑
αg∈R

αg = 1

 .

Елементът x се нарича нормирана единица на RG. Групата V (RG) се
нарича нормирана мултипликативна група на RG или група от нор-
мираните единици на RG. Добре известно е, че U(RG) = R∗ × V (RG),
където R∗ е мултипликативната група на пръстена R. По този начин
изследването на U(RG) се свежда до изследване на групата V (RG). Да
означим с S(RG) силовската p-подгрупа на групата V (RG), т.е. p-
компонентата на V (RG).

Изучаването на групата S(RG) започва с фундаменталната работа
на Берман [B1], в която се дава пълно описание, с точност до изомор-
физъм, на S(RG), когато G е изброима безкрайна абелева p-група и
R е изброимо поле с характеристика p, така че ако G не е ограничено
директно произведение на циклични групи, то полето R е съвършенно,
т.е. Rp = R. По-късно Моллов в [M1, M2] изчислява инвариантите на
Улм-Каплански fα(S) на групата S(RG), когато G е произволна абелева
група и R е поле с положителна характеристика p. Нека R е комутативен
пръстен с единица и проста характеристика p. Начев и Моллов в [NM]
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изчисляват инвариантите fα(S) с единствено ограничение G да е абелева
p-група. Начев в [N4] пресмята инвариантите fα(S) без ограничение за
G. Нещо повече, във всичките посочени случаи авторите дават пълно
описание, с точност до изоморфизъм, на максималната делима подгрупа
dS(RG) на S(RG).

Нека G е абелева p-група и K е съвършенно поле с характеристика
p. Мей в [May1] доказва, че S(KG) е просто представена група тогава
и само тогава, когато G е просто представена абелева p-група. Следова-
телно, ако G е просто представена абелева p-група, то инвариантите на
Улм-Каплански fα(S) на групата S(KG), заедно с описанието за макси-
мална делима подгрупа на S(KG), дават пълно описание, с точност, до
изоморфизъм, на групата S(KG).

Като използват резултата на Мей, Моллов и Начев [MMN], а също
и на Мей [May], Моллов и Начев [MN3] дават пълно описание, с точност
до изоморфизъм на групата U(RG), когато или

(i) R е директно произведение на m съвършенни полета с характе-
ристика p, m ∈ N, G е p-смесена абелева група, p-компонентата Gp на G
е просто представена и или G е разцепляема група, или G е от изброим
ранг без торзия, или

(ii) R е безкрайно директно произведение на комутативни неразло-
жими пръстени с единица, G е крайна абелева група и експонентата на
G е обратим елемент в R ( Теорема 3.4 на [MN3]).

В работата [Dg] Данчев дава описание на максималната делима под-
група dV (FG) на V (FG), когато G е p-смесена абелева група и F е поле
с положителна характеристика p.

Нека G е абелева група и R е комутативен пръстен с единица и прос-
та характеристика p. Означаваме p-компонентата на G с Gp, когато p
е просто число. Групата G наричаме p-смесена, ако максималната пе-
риодична подгрупа на G, т.е. (периодичната част на G), съвпада с Gp.
Да означим с tG –периодичата част на G и с Rp - p-компопнентата на
мултипликативната група R∗ на пръстена R.

В настоящия параграф продължаваме спометатите изследвания на
Моллов и Начев в [MN3] на V (RG), а също и на Данчев [Dg], като да-
ваме описание на dV (RG), когато G е p-смесена абелева група и R е
директно произведение на m неразложими пръстени с проста характе-
ристика p ( m ∈ N) и с единица. Доказваме, че ако G е абелева група и
R е комутативен съвършен пръстен с единица и проста характеристика
p без нилпотентни елементи, то подгрупата Gp е балансирана в S(RG).
Този резултат е коректно доказателство на доказателството на Данчев
[D3, лема 1] и [Dg, лема 11].

Освен това изчисляваме α-тия инвариант на Улм-Каплански на гру-
пата S(RG)/Gp (α е ординално число), когато Gpα и R са крайни групи,
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т.е. коригираме теорема 6 (i) на [D3], и показваме, че тази теорема с
дадена непълно и нееднозначно.

В този параграф даваме четири необходими и достатъчни условия
V (RG)/G да е p-група, когато G е директен множител на V (RG).

Ако R е директно произведение наm комутативни съвършенни пръс-
тениRi иG е директен множител на V (RiG) (i=1,2,...m), то даваме пълно
описание, с точност до изоморфизъм,

(i) на максималната делима подгрупа на V (RG), ако всяка двойка
(Ri, G) (i=1,2,...m) удовлетворява едно от посочените от нас четири не-
обходими и достатъчни условия V (RG)/G да е p-група и

(ii) на V (RG), ако V (RiG)/G (i=1,2,...,m) са просто представени p-
групи и пръстенът R е без нилпотентни елементи.

Доказваме следните резултати:
Теорема 2.11. Нека G е p-смесена абелева група и R е неразложим

пръстен с единица и проста характеристика p. Тогава
dV (RG) ∼= dS(RG)× dG/dGp.

Теорама 2.12. Нека G е p-смесена абелева група, R = R1× ...×Rn
и Ri са неразложими пръстени с единица и проста характеристика p.
Тогава

dV (RG) ∼=
n∐
i=1

dS(RiG)×
∐
n

(dG/dGp).

В доказателството на теоремите предварително доказваме следните
спомагателни резултати:

1) ако H ≤ G и Gp ⊆ H, то Gp ⊆ Hqα за всяко просто число q 6= p и
за всяко ординално число α. В частност Gp ⊆ Gqα и Gp = Gqα

p . Ако A е
абелева p-група, то Aqα = A (Лема 2.7.);

2) ако A е абелева p-група и α е произволно ординално число, то
Apωα = A(α) (Лема 2.8).

Забележка. Максималните делими подгрупи dS(RG) и dS(RiG) от
(2.17) и (2.20), т.е. съответно от теореми 2.11 и 2.12, са описани, с точност
до изоморфизъм, в работата на Начев [N4]. Следователно теореми 2.11 и
2.12 дават пълно описание, с точност до изоморфизъм, на максималната
делима подгрупа dV (RG) на групата V (RG) и обобщават резултатите
на Начев [N4] и Данчев [Dg].

Елементът a ∈ G се нарича p-собствен спрямо подгрупа H на G,
ако съществува елемент ax в съседния клас aH, т.е. x ∈ H, така че
hG(ax) = hG/H(aH).
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ПодгрупатаH наG се нарича p-хубава в G, ако всеки съседен клас на
G по H съдържа p-собствен елемент спрямо H. Подгрупата H се нарича
хубава подгрупа на G, ако H е p-хубава в G за всяко просто число p.

Подгрупата H на G се нарича p-изотипна в G, ако H∩Gpα = Hpα за
всяко ординално число α. H се нарича изотипна в G, ако е p-изотипна
за всяко просто число p.

Подгрупата H на абелева група G се нарича p-балансирана в G, ако
е p-хубава и p-изотипна в G. H се нарича балансирана в G, ако е p-
балансирана за всяко просто число p.

Предложение 2.17. Ако G е абелева група и R е комутативен
съвършен пръстен с единица и проста характеристика p без нилпо-
тентни елементи, то подгрупата Gp е балансирана в S(RG).

Забележка. Доказателството на предложение 2.17 е коректно и
кратко доказателство на лема 1 от [D3], а също и на втората част на
лема 11 от [Dg] (за некоректното доказателство на лема 1 от [D3] вж.
ревюто на Моллов Zbl. 1067.16054).

Предложение 2.18. Всеки краен комутативен пръстен с единица
и проста характеристика p без нилпотентни елементи е p-съвършен,
т.е. Rp = R.

За произволно ординално число α въвеждаме α-тия инвариант на
Улм-Каплански на абелева p-група G по следния начин:

fα(G) = rank(Gpα[p]/Gpα+1

[p]).

В следващата теорема означаваме групата S(RG) с S.
Теорема 2.19. Нека G е абелева група и R е краен комутативен

пръстен с единица и проста характеристика p без нилпотентни еле-
менти. Ако α е произволно ординално число и Gpα е крайна група, то

fα(S/Gp) = fα(S)− fα(Gp),

fα(S) = (|Gpα| − 2|Gpα+1|+ |Gpα+2|)logp|R|.

Ще отбележим, че теорема 2.19 дава пълен отговор за инварианти-
те на Улм-Каплански fα(S/Gp) в случай (i) от теорема 6 на [D3]. Ос-
вен това случай (i) на последната теорема е незавършен, нееднозначен
и усложнен. За да обосновем нашето твърдение, ще дадем оригиналната
формулировка на случай (i) на теорема 6 на Данчев [D3] и ще направим
допълнителен коментар върху теоремата.

"Теорема 6. Нека 1 6= G е абелева група и R е унитарен съвършен
комутативен пръстен без нилпотентни елементи с проста характе-
ристика p. Тогава
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(i) ако |R| < ℵ0 и |Gpσ | < ℵ0, то за всяко ординално число σ,

fσ(S(RG)/Gp) =


(|Gpσ | − 2|Gpσ+1|+ |Gpσ+2|)logp|R| − fσ(Gp),
когато Gpσ

p 6= 1 и |Gpσ | 6= |Gpσ [p]| 6= 2, или |R| 6= 2;

0, когато Gpσ
p = 1, или |Gpσ | = |Gpσ [p]| = 2 и |R| = 2.”

Като коментар ще направим три забележки 1), 2) и 3) на тази
теорема, т.е. на [D3, Теорема 6, случай (i)].

1) Случаят (i) на теорема 6 [D3] има нееднозначно тълкуване.
Именно, този случай се тълкува по четири различни начина. Действи-
телно, нека положим σ = 0. Нека A да бъде твърдението "Gp 6= 1“, B–
твърдението "|G| 6= |G[p]| 6= 2“, C – "|R| 6= 2“ и D – "|G| = |G[p]| = 2".
Да означим с A отрицанието на твърдение A. Тогава случай (i) на Тео-
рема 6 при σ = 0, може да бъде формулиран по следният начин, който
е еквивалентен на оригинала.

(i) Ако |R| < ℵ0 и |G| < ℵ0, то случай (i) на теорема 6 е в сила,
когато

(a) A и B или C е изпълнено, т.е. A ∧B ∨ C
и fi(S/Gp) = 0, когато

(b) A или D и C е изпълнено, т.е. A ∨D ∧ C.
Очевидно е, че може да тълкуваме твърдението (a) на (i) по два

начина: или като (A ∧ B) ∨ C или като A ∧ (B ∨ C). Отбелязваме, че
авторът не посочва как трябва да се поставят скобите. Аналогично за
твърдение (b), т.е. A ∨ D ∧ C може да бъде изтълкувано също по два
начина. Следователно случай (i) на теорема 6 [D3] е двусмислен и по
точно има четири интерпретации.

2) Случаят (i) на теорема 6 на [D3] е незавършен. Не е трудно да
се види, че за да бъде случаят (i) завършен (при σ = 0) трябва да е
изпълнено D = B, което очевидно не е така във формулировката на
теоремата.

3) Случаят (i) на теорема 6 на [D3] е усложнен. Именно, не е не-
обходимо да се разглеждат два различни подслучая, както това е нап-
равено в работата на Данчев [D3] (вж, например, Теорема 2.19.).

Ако R е пръстен, то под тривиални решения на R/N(R) ще разби-
раме 1 +N(R) и N(R), т.е. единичният и нулевият елемент на R/N(R).
Доказваме следните резултати.

Теорема 2.25. Нека G е абелева група и R е комутативен пръстен
с единица и проста характеристика p. Нека, освен това, G е директен
множител на V (RG). Тогава V (RG)/G е p-група тогава и само тогава,
когато G удовлетворява точно едно от следните четири условия:
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1) G = Gp;
2) G 6= Gp, tG = Gp и пръстенът R е неразложим;
3) p = 3, R∗ = 〈−1〉 ×R∗3, G = A×G3, |A| = 2 и
4) p = 2, R∗ = R∗2, G = A×G2, |A| = 3 и уравнението X2+XY +Y 2 =

1 +N(R) има само тривиални решения във фактор-пръстена R/N(R).

Следствие 2.26. Нека R е комутативен пръстен с проста харак-
теристика p и G е директен множител V (RG). Тогава V (RG)/G е
p-група тогава и само тогава, когато V (RG) = GS(RG).

Предложение 2.27. Нека G е абелева група и R е комутативен
съвършен пръстен с единица и проста характеристика p. Тогава за
максималната делима подгрупа dT на T = S(RG)/Gp следното е в
сила: ако α е първото ординално число, така че Gpα = Gpα+1, то dT =
S(RGpα)Gp/Gp, dT ∼= S(RGpα)/Gpα

p и

dT ∼=
∐
λ

Z(p∞),

където
1) λ = max(|R|, |Gpα|), ако Gpα

p 6= 1;

2)λ = max(|R(p)|, |Gpα|), ако Gpα
p = 1, Gpα 6= 1 и R(p) 6= 0 и

3)λ = 0, т.е. dT = 1, ако Gpα
p = 1 и или Gpα= 1, или R(p) = 0.

Теорема 2.28. Нека R е директно произведение на m комутатив-
ни съвършенни пръстени Ri с проста характеристика p, m ∈ N и G
е абелева p-група. Нека, освен това, за всяко i = 1, 2, ...,m, G е дирек-
тен множител на V (RiG) и наредената двойка (Ri, G) удовлетворява
точно едно от условията 1)–4) на теорема 2.25. Тогава съществуват
p-подгрупи Ti на V (RiG) (i = 1, 2, ...,m), така че

V (RG) ∼=
∐
m

G×
m∐
i=1

Ti, Ti ∼= S(RiG)/Gp.

и

dV (RG) ∼=
∐
m

dG×
m∐
i=1

dTi.

Нека α е първото ординално число със свойството Gpα = Gpα+1. Тогава
dTi = S(RiG

pα)Gp/Gp и dTi ∼= S(RiG
pα)/Gpα

p . Освен това

dTi ∼=
∐
λ

Z(p∞),
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където
1)λ = max(|Ri|, |Gpα|), ако Gpα

p 6= 1,

2)λ = max(|Ri(p)|, |Gpα|), ако Gpα
p = 1, Gpα 6= 1 и Ri(p) 6= 0 и

3)λ = 0, т.е. dTi = 1, ако Gpα
p = 1 и или Gpα = 1 или Ri(p) = 0.

Tеорема 2.29. Нека R е директно произведение от m комутатив-
ни съвършенни пръстени Ri с единица и проста характеристика p без
нилпотентни елементи, m ∈ N и G е абелева p-група. Нека, освен
това, за всяко i = 1, 2, ...,m, G е директен множител на V (RiG) и
V (RiG)/G е просто представена p-група. Тогава съществуват просто
представени p-подгрупи Ti на V (RiG) (i = 1, 2, ...,m), така че

V (RG) =
∐
m

G×
m∐
i=1

Ti, Ti ∼= S(RiG)/Gp

е изпълнено. Всяка група Ti се описва, с точност до изоморфизъм, от
инвариантите на Улм-Каплански fα(Ti) и от максималната си делима
подгрупа dTi. Инвариантите fα(Ti) са следните:

(a) ако Ri и Gpα са крайни, то

fα(Ti) = (|Gpα| − 2|Gpα+1|+ |Gpα+2|)logp|Ri| − fα(Gp).

(b) Ако или |Ri| ≥ ℵ0 или |Gpα| ≥ ℵ0, то

fα(Ti) =


max(|Ri|, |Gpα|), ако |Gpα

p | 6= 1

и Gpα 6= Gpα+1

;
0, ако или Gpα

p = 1,

или Gpα = Gpα+1

.

За максималната делима подгрупа dTi на Ti следните твърдения са
в сила: ако α е първото ординално число, така че Gpα = Gpα+1, то
dTi ∼= S(RiG

pα)/Gpα
p . Освен това за dTi важи формула

dTi ∼=
∐
λ

Z(p∞),

където
1)λ = max(|Ri|, |Gpα|), ако Gpα

p 6= 1.

2)λ = max(|Ri(p)|, |Gpα|), ако Gpα
p = 1, Gpα 6= 1 и Ri(p) 6= 0 и

3)λ = 0, т.е. dTi = 1, ако Gpα
p = 1 и или Gpα = 1, или Ri(p) = 0.

18



За доказателствата на твърдения 2.25, 2.26, 2.27, 2.28 и 2.29 използ-
ваме следните резултати:

1) Ако R е комутативен пръстен с единица и проста характеристика
p, G е абелева група и α е първото ординално число със свойството
Rpα = Rpα+1 и Gpα = Gpα+1, то

dS(RG) ∼=
∐
λ

Z(p∞),

където
1.1)λ = max(|Rpα|, |Gpα|), ако Gpα

p 6= 1;

1.2)λ = max(|Rpα(p)|, |Gpα|), ако Gpα
p = 1, Gpα 6= 1 и Rpα(p) 6= 0 и

1.3)λ = 0, т.е. dS(RG) = 1, ако Gpα
p = 1 и или Gpα = 1, или Rpα(p) =

0. ( Tеорема 2.20.) [N4];
2) хомоморфизмът ϕ : (Πi∈IRi)G → Πi∈I(RiG) на R-алгебри, де-

финиран чрез ϕ(a) = (...,
∑

g∈Ga agig, ...) е изоморфизъм на R-алгебри
тогава и само тогава, когато или I е крайно множество или G е крайна
група. (Предложение 2.21.) [MN3];

3) ако R е комутативен пръстен с единица и проста характеристика
p и G е абелева група . Равенството V (RG) = GS(RG) е в сила тогава и
само тогава, когато е изпълнено поне едно от следните условия:

3.1) G = Gp;
3.2) G 6= Gp, tG = Gp и пръстенът R е неразложим;
3.3) p = 3, R∗ = 〈−1〉 × R∗3, G = A × G3, |A| = 2 и пръстенът R е

неразложим и
3.4) p = 2, R∗ = R∗2, G = A × G2, |A| = 3 и уравнението X2 + XY +

Y 2 = 1 +N(R) има само тривиални решения в R/N(R). (Теорема 2.23.)
[MN4];

4)ако G е p-смесена абелева група и пръстена R е директно произ-
ведение на m съвършенни полета Fi с характеристика p, m ∈ N допус-
каме, че Gp е просто представена и или (i) G е разцепляема група или
(ii) G е от изброим ранг без торзия. Тогава съществуват p-подгрупи Ti
на V (FiG) (i = 1, 2, ...,m), така че

V (RG) ∼=
∐
m

G×
m∐
i=1

Ti, Ti ∼= S(FiG)/Gp.

Всяка група Ti е просто представена и се описва, с точност до изомор-
физъм, от инвариантите на Улм-Каплански fα(Ti) и от максималната
делима подгрупа dTi. Инвариантите fα(Ti) са следните:
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(a) ако Fi и Gpα са крайни, то

fα(Ti) = (|Gpα| − 2|Gpα+1|+ |Gpα+2|)logp|Fi| − fα(Gp).

(b) Ако или |Fi| ≥ ℵ0 или |Gpα| ≥ ℵ0, то

fα(Ti) =


max(|Fi|, |Gpα|), ако |Gpα

p | 6= 1

и Gpα 6= Gpα+1

;
0, ако или Gpα

p = 1,

или Gpα = Gpα+1

.

(Теорема 2.24.) [MN3];

Забележка 1.Инвариантите на Улм-Каплански на групата S(FG)/Gp

в крайния случай, т. е. в случай (а) на теорема 2.29 са изчислени неточно
от Данчев в [D3, теорема 6, случай (i)].

Забележка 2. Нека G и R са както в теорема 2.29. В работата на
Моллов и Начев [MN3] е отбелязано следното:

a) описанието на d(S(RG)/Gp) в работата на Данчев [Dg] не е дадено,
с точност до изоморфизъм въпреки, че автора твърди обратното и

b) структурите на S(RG) и V (RG) в статиите на Данчев [D3, Dg] не
са напълно определени.

Следователно от случаите a) и b) на Забележка 2 следва, че наше-
то предложение 2.27 и теорема 2.29 не са следствия от резултатите на
Данчев [D3, Dg].

Забележка 3. Теорема 2.12, Теореми 2.28 и 2.29 са публикувани в
работите [KV] и [KM]. По-късно Данчев в своята работа [D8] дава опи-
сание на dV (RG) без ограничение за пръстена R. Това е обобщение на
теорема 2.12, а също и на теореми 2.28 и 2.29 в частта, отнасяща се за
делимата подгрупа dV (RG).

Основните резултати на този параграф са публикувани в работите
[KV], [KM] и [KMN].

§3. Някои свойства на мултипликативните групи на груповите
алгебри

Отначало в този параграф ще дадем дефиниция на експонента на абе-
лева p-група, различна от тази в § 1. Казваме, че абелевата p-група G
има крайна експонента exp(G), ако съществува n ∈ N0 = N ∪ {0}, така
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че Gpn = 1. Ако G има крайна експонента, Gpn = 1 и n е минималното
число от N0 с това свойство, то казваме, че G има експонента n и за-
писваме exp(G) = n. В противен случай казваме, че експонентата на G
е безкрайност и записваме exp(G) =∞.

За представянето на основните резултати използваме следните озна-
чения. Ако A е подгрупа на групата G, то записваме A ≤ G. Означаваме
реда на a ∈ G с O(a) и с b/c числото bc−1, когато b и c са реални числа,
c 6= 0. Навсякъде в този параграф G означава абелева p-група и K е
поле с характеристика, различна от p.

Нека εn (n ∈ N) е фиксиран корен на нормиран неразложим де-
лител на циклотомичния полином Φpn(x) над K. Нека µp е групата на
pn-тите корени на единицата, когато n се изменя в N. Полето K с ха-
рактеристика, различна от p, наричаме поле от първи род спрямо p ако
степента (K(µp) : K) е безкрайна. В противен случай K се нарича поле
от втори род спрямо p.

В настоящия параграф, ако G е абелева p-група, а K е поле от първи
род спрямо p, така че N ⊆ sp(K), то

1) изчисляваме exp(S(KG)/G) и
2) доказваме, че ако групата G е сепарабелна абелева p-група, то G

е хубава подгрупа на S(KG).
Ще отбележим, че случая 1) коригира грешна формулировка и дока-

зателство на резултата (i) [Предложение 2, D4], а случаят 2) дава корек-
тно доказателство на (ii), т.е. на [D1, Предложение 16 (а)] или [D4, Лема
3]. Освен това показваме, че много резултати на Данчев от [D1], [D2] и
[D4]–[D6] остават недоказани.

Берман [B1] и Карпиловски [K1, Лема 12.34, стp. 247] отбелязват
свойствата на полетата от първи и втори род спрямо p ( тези свойства са
същите, както свойствата на пръстените от първи и втори род спрямо p
(вж. теорема 1.5 от §1 и свойството отбелязано преди нея за пръстен от
втори род спрямо p)).

Доказваме следния резултат.
Теорема 3.9. Нека G е абелева p-група, K е поле от първи род

спрямо p и N ⊆ sp(K). Тогава
(i) exp(S(KG)/G) = exp(G) − 1, ако (K(ε1) : K)=p − 1 и групата

G е циклична и
(ii) exp(S(KG)/G) = exp(G) в противния случай.
За доказателството на тази теорема използваме, че K е поле с ха-

рактеристика, различна от p:
1) ако K е поле от първи род спрямо p, то съществува i ∈ N, така че

ако p 6= 2, то
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K[ε1] = K[ε2] = ... = K[εi] 6= K[εi+1] 6= ...,

а ако p = 2, то

K[ε2] = K[ε3] = ... = K[εi] 6= K[εi+1] 6= ....

Ако K е поле от втори род спрямо p, то K[εq] = K[εj] за всяко j ∈ N,
където q = 1, ако p 6= 2 и q = 2, ако p = 2.

2)Ако K е поле от първи род спрямо p, то (K(εj) : K(εi)) = pj−i за
всяко j ≥ i , където i е константата на K спрямо p.

3) Нека G е крайна абелева p-група, K е поле от първи род спрямо
p и sp(K) ⊇ N. Нека, освен това, e е минимален идемпотент на KG
различен от e0. Тогава p-компонентата (KGe)p на идеала KGe, който се
разглежда като поле с единица e, се състои от елеметите ge, където g се
изменя в G.

4) Ако G е крайна абелева p-група, N ⊆ sp(K) и x ∈ KG, то x ∈
S(KG) тогава и само тогава, когато

x = e0 + g1e1 + ...+ gnen, gi ∈ G,

където e0, e1, ..., en образува пълна система от минимални ортогонални
идемпотенти на KG. Следователно exp(S(KG)) ≤exp(G).

5) Нека G е крайна абелева p-група и N ⊆ sp(K). Ако x = 1− e+ ge,
където g ∈ G и e е минимален идемпотент на KG, то x ∈ G тогава и
само тогава, когато gKere ∩Ker(1− e) 6= Ø.

6) Ако G е циклична група от ред p, K е поле от първи род спрямо
p, (K(ε1) : K) = p− 1 и sp(K) ⊇ N, то S(KG) = G.

Забележка. Теорема 3.9 е корекция на резултата на [D4, Предло-
жение 2], т.е. тази теорема коригира формулировката и доказателството
на предложение 2 на [D4], а случаят (i) на тази теорема дава редица кон-
трапримери върху това предложение.

Предложение 2 от работата [D4] на Данчев има следната формули-
ровка:

"Предложение 2. За абелевата p-група G и sp(K) ⊇ N, имаме

exp(S(KG)/G) = i ∈ N⇔ exp(G) = i ∈ N.” [D4]

Контрапримерът, посочен от нас след формулировката на предложение
2 на [D4] удовлетворява условието (i) на доказаната теорема 3.9. При
доказателството на теорема 3.9 използваме подход, различен от този на
предложение 2 на [D4].
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Теорема 3.11. Ако A е сепарабелна абелева p-група и K е поле от
първи род спрямо p, така че sp(K) ⊇ N, то A е хубава подгрупа в
S(KA).

Забележка. Теорема 3.11 е коректно доказателство на Предложение
16 (а) от Данчев [D1].

Показваме, че е централният резултат в [D2], остава недоказан. Пред-
варително ще отбележим следните резултати в [D2].

"Лема ( Сервантност). Нека G е p-група. (*) Ако K е поле от
първи род спрямо p, то G е сервантна в S(KG)." [D2]

"Предложение (Структура). ... (oo) Ако G е директна сума на
циклични p-групи, то същото важи за S(KG)/G при условие, че K е
поле от първи род спрямо p." [D2]

В доказателствата на предварителните резултати на [D2], а именно
на Лемата (Сервантност) [D2, стр. 894], която съвпада с Лема 2 от [D4]
и на Предложение (Структура) [D2, стр. 895] Данчев използва следната
лема на Мей [May0].

"Лема 2. Нека R е комутативен пръстен с единица и G е абелева
група. Нека, освен това, съществува група B, така че G е изоморфна
на директен множител на U(RB). Тогава G е директен множител на
U(RG)." [May0, Лема 2]

Тази лема е в сила за U(RG), но Данчев я използва за S(KG), което
е некоректно. Ако трябва да приложим тази лема за S(KG), то трябва
отделно да докажем спомагателен резултат за S(KG), аналогичен на
лема 2 на Мей. Не можем да приемем този факт без доказателство.

Горепосочените Лема (Сервантност) и Предложение (Структура) на
Данчев са използвани в доказателството на (iii), т.e. в доказателството
на централния резултат на теорема 1 от [D2].

"Теорема 1. Да допуснем, че K е поле от първи род спрямо p,
charK 6= p и G е абелева p-група. Тогава S(KG) е периодически пълна
тогава и само тогава, когато G е ограничена." [D2].

По този начин Теорема 1, а следователно следствия 1–3 и глобал-
ната теорема от [D2] остават недоказани.

Ще покажем, че резултатът (iv) от [D1, Теорема 7], т.е. [ D2,
Предложение (Структура) (◦◦)], остават недоказани.

"Теорема 7 (Директен множител). До допуснем, че A е дирек-
тна сума на p-примарни циклични групи. Тогава S(KA)/A е директна
сума на циклични групи и по този начин A е директен множител
на S(KA), чийто допълнение е директна сума на циклични групи. По-
общо, A е директен множител на V (KA)" [D1]
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"Теорема 7 (Директен множител)" от [D1], който е идентичен с
"Предложение (Структура) (◦◦)" от [D2], остава недоказан, поради
следните причини. В края на доказателството на теорема 7 е използ-
вана споменатата лема (Сервантност) [D2]. Тези твърдения остават не-
доказани, поради неправилно използване на споменатата лема 2 на Мей
[May0].

Следната лема, която доказваме, се твърди без обосновка в доказа-
телството на теорема 1 от [D4, стр. 153, редове 11-13 отгоре].

Лема 3.13. Ако B е безкрайно копроизведение на циклични p-групи,
K е поле от първи род спрямо p, и N ⊆ sp(K), то |S(KB)/B| = |B|.

Централният резултат на [D4], а именно теорема 1, в която се
изчисляват инвариантите fi(S(KG)/G)) на Улм-Каплански, остава
недоказан поради следните причини.

(a) В доказателството на горната теорема 1 от [D4, стр.153, редове
11-13 отгоре] авторът пише абсолютно неоснователно

"Следователно fi(S(KB)/B) = |B|, което се получава чрез използ-
ване на фактите, че |S(KB)/B| = |B| и, че цикличните множители на
S(KB)/B от ред p са точно |B|, които следват аналогично [M1, Теорема
12], т.e. аналогично на [M5, Теорема 12]".

В лема 3.13 доказахме, че |S(KB)/B| = |B|. Обаче вторият факт,
че "цикличните множители на S(KB)/B от ред p са точно |B|, което
следва аналогично на [M1, Теорема 12]" е недоказан. По-точно, дока-
зателството на този факт не е аналогично на "[M1, Теорема 12]". Това
трябва допълнително да се докаже, но това не е направено в статията на
Данчев [D4].

(b) За доказателството на горната теорема 1 от [D4], Данчев използва
леми 2 и 3 от същата работа и както отбелязахме по-горе, тези резултати
остават недоказани (Лема 3 съвпада с Предложение 16 от [D1]). Лема 2
от [D4] е следната:

"Лема 2. Абелевата p-група G е сервантна в S(KG) при условие,
че sp(K) съдържа всички естествени числа." [D4]

Лема 2 е недоказана (вж. Zbl. 1107.16030), а лема 3, т.е. [Предложение
16 (а) от D1], както споменахме, остава недоказано от автора.

Централните резултати на [D5] и [D6], които се отнасят за три-
виалните единици на груповите алгебри, т.е. за тривиалните обрати-
ми елементи, остават въобще недоказани поради следните причини. За
доказателството на резултата на [D6] авторът използва резултата на [D5],
обаче последният резултат остава недоказан в [D5], тъй като в неговото
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доказателство случаят (F (ηq) : F ) 6= q−1 не е разглеждан (ηq е примити-
вен q-ти корен на единицата) (само случаят "q−1 = (F (ηq) : F )" е раз-
гледан на стр. 142, ред 7 отдолу). Например случаят (F (ηq) : F ) 6= q − 1
възниква, когато F = Z19 и q = 5. А именно не е трудно да се види, че
(Z19(η5) : Z19) = 2 6= 4 = q − 1.

Основните резултати на този параграф са публикувани в работата
[KMN].

§4. Върху инвариантите на мултипликативните групи на
груповите алгебри

Нека p е просто число, α е произволно ординално число, ζn е прими-
тивен n-ти корен на единицата и R[ζn] е свободният R-модул, породен от
ζn. Ако M е модул над пръстен, то с Tα означаваме периодичния подмо-
дул на pαM . Уорфилд [W] въвежда инвариантите h(α,M) наKT -модула
M над директно нормиран пръстен с

(4.1) h(α,M) = dim(Vα(M)), Vα(M) = pαM/(pα+1M + Tα),

където dimVα(M) е размерността на Vα(M).
Понятието KT -група е производно понятие на понятието KT -модул.

Ако A е мултипликативна KT -група, то въведените инварианти (4.1) на
A са

h(α,A) = r(Apα/Apα+1

Apα

p )

където r(A) е рангът на групата A и α е гранично ординално число.
Да отбележим, че класът на Уорфилдови модулите е по-широк и съ-

държа класа на KT -модулите. Поради тази причина h(α,M) не се нари-
чат "Уорфилдови инварианти" въпреки, че те са въведени от Уорфилд,
тъй като h(α,M) са инвариантите на подкласа на класа от Уорфилдови
модули. Ще отбележим, че Фукс [F] не ги нарича "Уорфилдови инвари-
анти" а само счита, че тези инварианти са дадени от Уорфилд. Освен в
[W], разискване за Уорфилдовите модули може да се намерят например
в [H].

Ще отбележим, че в [D7] Данчев разглежда инвариантите h(α, U(RG))
означени сWα,p(U(RG)). Следователно,Wα,p(U(RG)) не трябва да бъдат
наричани Уорфилдови инварианти. По такъв начин в заглавията на ра-
ботата [D7] и на някои други работи, Данчев използва некоректно поня-
тието "Уорфилдови инварианти". Тези заглавия и получените резултати
създават погрешно впечатление в читателите, тъй като те не се отнасят
за Уорфилдовите инварианти g(e, U(RG)), въведени в края на работата
[W] на Уорфилд, а за инвариантите h(α, U(RG)) на KT -групите.

Сега ще видим, че предложение 10 на [D7] няма смисъл. Предложе-
ние 10 е следното:
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"Предложение 10. Нека R е неразложим пръстен с проста ха-
рактеристика p и G е абелева група, така че Gt/Gp е крайна. Тогава,
за всяко ординално число α и просто число q, важи

Wα,q(U(RG)) =
∑

d/|Gt/Gp|

∑
a(d)

Wα,q(R[ζd]
∗) +

∑
d/|Gt/Gp|

a(d) ·Wα,q(G/
∐
l 6=p

Gl),

където a(d) = | {g ∈ Gt/Gp : order(g) = d} |/[R[ζd] : R].
В частност, ако R е съвършен, то

Wα,p(U(RG)) =
∑

d/|Gt/Gp|

a(d) ·Wα,p(G/
∐
l 6=p

Gl).” [D7]

В предложение 10 p и q са фиксирани прости числа. Нека r е просто
число, различно от p и G е абелева група, така че G = A × B, където
A е произволна абелева p-група и B =< h > е циклична група от ред
rn, n ∈ N . Нека, освен това, ζrn е примитивен rn-ти корен на единицата
над R, така че ζrn не е корен на единица над R от степен, по-ниска от
rn. Например, можем да вземем ζrn = h ∈ B. Елементът h се счита като
елемент от груповата алгебра RB и в RB той е корен на полином xrn−1,
но h не е корен на полином от по-ниска степен от rn. Следователно,
[R[ζrn] : R] = rn. Ще отбележим, че ζrn удовлетворява условието, което
е посочено в [D7]. Също така ще отбележим, че броят на елементите от
ред rn в цикличната група < h > е ϕ(rn) < rn. Следователно, в израза
на Wα,q(U(RG)) от предложение 10 участва числото

a(rn) = ϕ(rn)/[R[ζrn] : R] = ϕ(rn)/rn.

Оттук виждаме, че a(rn) е дробно число, т.е. получаваме противоречи-
ето, че Wα,q(U(RG)) е дробно число. Следователно предложение 10 от
[D7] няма смисъл и резултатът на това предложение е невалиден.

Ще отбележим добре известното разлагане U(RG) = R∗ × V (RG).
Следователно изучаването на U(RG) се свежда до изучаване на V (RG).
Пръстенът R се нарича p-съвършен, ако Rp = R, където Rp = {rp |r ∈
R}. Също така да отбележим, че в теорема 9 от [D7] Данчев изчисля-
ва инвариантите Wα,q(U(RG)), когато G е p-смесена абелева група, т.е.
когато Gt = Gp, R е комутативен пръстен с единица с проста характерис-
тика p и q е просто число. За произволна абелева група G и комутативен
неразложим p-съвършен пръстен R с единица и проста характеристика
p инвариантите Wα,p(V (RG)), отбеляазани с h(α, V (RG)), са изчислени
от Моллов и Начев [MN5].

Основните резултати на този параграф са публикувани в работата
[KMN1].
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Заключение

Преглед на основните резултати

Според автора основните резултати в дисертационния труд са следните:
1) описание на групата S(RG), с точност до изоморфизъм, когато G

е крайна абелева p-група и R е директно произведение на комутативни
неразложими пръстени с единица, така че p е обратим елемент в R;

2) установяване на структурата на максималната делима подгрупа
dV (RG) на V (RG), когато G е p-смесена абелева група и R е директ-
но произведение на m неразложими пръстени с проста характеристика
p (m ∈ N);

3) ако G е директен множител на V (RG), то даваме необходими и
достатъчни условия V (RG)/G да е p-група;

4) ако R е директно произведение на m комутативни съвършени
пръстени Ri и G е директен множител на V (RiG) (i=1,2,...m), то даваме
пълно описание, с точност до изоморфизъм;

4.1) на максималната делима подгрупа на V (RG), ако всяка двой-
ка (Ri, G) (i=1,2,...m), удовлетворява точно едно от посочените от нас
четири необходими и достатъчни условия V (RG)/G да е p-група и

4.2) на V (RG), ако V (RiG)/G, (i=1,2,...m), са просто представени
p-групи и пръстенът R е без нилпотентни елементи;

5) ако G е абелева p-група и K е поле от първи род спрямо p, така
че N ⊆ sp(K), то

5.1) изчисляваме exp(S(KG)/G) и
5.2) доказваме, че ако групата G е сепарабелна абелева p-група, то

G е хубава подгрупа на S(KG).
Случаят 5.1) коригира грешна формулировка и доказателство на

[Предложение 2, D4], а случаят 5.2) дава коректно доказателство на [D1,
Предложение 16 (а)] или [D4, Лема 3].

6) Ако G е абелева група и R е комутативен съвършен пръстен с
единица и проста храктеристика p, то подгупата Gp е балансирана в
S(RG). Това е коректно доказателство на резултат на Данчев [D3, лема
1];

7) ако G е абелева група и R е краен комутативен пръстен с едини-
ца без нилпотентни елементи, то изчисляваме α-тия инвариант на Улм-
Каплански

fα(S(RG)/Gp),

когатоGpα е крайна група и α е ординално число. Този резултат коригира
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непълна формулировка и доказателство на теорема 6 на Данчев [D3];
8) посочваме контрапример на главния резултат на една работа на

Данчев [D7], в която се изчисляват инвариантите Wα,q(U(RG)) на гру-
пата U(RG). (ИнвариантитеWα,q(A) са въведени от Уорфилд за абелева
група A.);

9) показваме, че много резултати на Данчев от [D1], [D2] и [D4]–[D6]
остават недоказани поради съществени пропуски и грешки.

Перспективност на дисертационния труд

Във връзка с резултатите на дисертацията възникват следните глобални
въпроси за решаване:

1) ако G е крайна абелева p-група и R е неразложим комутативен
пръстен с единица, в който простото число p е обратимо, то да се изс-
ледват силовските q подгрупи Sq(RG) за просто число q 6= p;

2) да се установи структурата на S(RG), когато G е безкрайно копро-
изведение на циклични p-групи и R е неразложим комутативен пръстен
с единица, в който простото число p е обратимо и

3) да се изчислят инвариантите на Улм-Каплански на групата S(RG),
когато G е безкрайна абелева p-група и R е неразложим комутативен
пръстен с единица, в който простото число p е обратимо.
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